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Benjamin-Bona-Mahony方程

在薄区域上的极限方程①

张强恒, 朱朝生

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:研究了Benjamin-Bona-Mahony方程在薄区域上的极限方程.通过证明Benjamin-Bona-Mahony方程解的极限

行为,得到该方程在薄区域上的极限方程.
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近年来,抛 物 方 程 和 椭 圆 方 程 在 薄 区 域 上 的 研 究 引 起 了 学 者 们 的 关 注[1-4,7,10].本 文 研 究

Benjamin-Bona-Mahony方程在薄区域上的极限方程.通过研究Benjamin-Bona-Mahony方程解的极限行为,

推出该方程在薄区域上的极限方程.令

Ωε ={(x,xn+1)∈Rn ×R:x∈ω,0<xn+1 <εg(x)} (1)

其中:ω 是Rn 中光滑有界区域,g∈c2(ω;R)且 ∃M >0,使得0<g<M.

本文考虑满足第一初边值条件的Benjamin-Bona-Mahony方程
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其中:δ,μ 是正常数;F=(F1(s),F2(s),…,Fn+1(s)),∇·F=∑
n+1

i=1

􀆟
􀆟xi

Fi 且满足:

􀃠Fk(0)=0,k=1,2,…,n+1;

􀃡 在R1 中,Fk,k=1,2,…,n+1是二阶连续可微函数;

􀃢fk(s)=
d
dsFk(s),k=1,2,…,n+1,且满足|fk(s)|≤C(1+|s|m),k=1,2,…,n+1其中当
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n=1时,0≤m < ∞,当n=2时,0≤m <2,当n≥3时,m=0.

为了分析问题(2)解的极限行为,首先确定问题(2)的解,给定fε ∈L2(Ωε),u0 ∈H1(Ωε),应用

Faedo-Galerkin方法[5-6,8-9]容易得到问题(2)的唯一解uε∈H1(Ωε);然后引入新区域Ω:=ω×(0,1),可

以通过坐标变换ζε 将Ω 化为Ωε,即ζε:Ω →Ωε,(x,xn+1)| →(x,εg(x)xn+1).同时得到H1(Ωε)到

H1(Ω)上的同构映射Φε,即Φε:u| →v:=u􀳱ζε,则

uxi =vxi -
xn+1gxi

g
vxn+1

   i=1,2,…,n   uxn+1
=
vxn+1

εg

从而问题(2)可化为
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其中:

hε =Φε(fε)

f=(f1(u),f2(u),…,fn+1(u))
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因为Φε 是同构映射,所以uε ∈H1(Ωε)是问题(2)的唯一解当且仅当vε ∈H1(Ω)是问题(3)的唯一解.

因此为了得到uε 的极限行为只需分析vε 的极限行为.最后由于区域Ωε 扰动的性质,当ε→0时问题(3)的

解vε 不依赖于xn+1,所以我们考虑如下问题

vt-
δ
g
div(g∇vt)-μ

g
div(g∇v)+f·∇v=h

∧ (x,t)∈ω×(0,∞)

v=0 (x,t)∈􀆟ω×(0,∞)

v(x,0)=v0(x) x∈ω
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其中:h
∧
∈L2(ω),v0(x)∈H1(ω),应用Faedo-Galerkin方法,可以得到问题(4)的唯一解v0∈H1(ω).

本文的主要目的是证明在区域Ω 上,问题(3)的解υε 收敛于问题(4)的解Eυ0.区域Ωε 随参量ε的变

化而变化,当ε→0时区域Ωε 将变为区域ω.为了保留区域Ωε 可测子集的相关性质,考虑L2(Ωε)空间并

赋予等价范

|||u|||L2(Ωε)= ε-1∫Ωε
|u|2dx( )

1
2

和 H1(Ωε)空间并赋予等价范
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|||u|||H1(Ωε)= ε-1∫Ωε
|∇xu|2+|∇xn+1

u|2+|u|2dx( )
1
2

同样,考虑L2(Ω)的等价范|||u|||L2(Ω)=∫Ω
g(x)|u|2dx( )

1
2

和 H1(Ω)的等价范

|||u|||H1(Ω)=∫Ω
g(x)(|∇xu|2+
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ε2|

∇xn+1
u|2+|u|2)dx
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通过上述定义可知

|||u|||L2(Ωε)=|||Φε(u)|||L2(Ω)

并且存在正常数C1,C2 有

C1|||u|||H1(Ωε)≤|||Φε(u)|||H1(Ω)≤C2|||u|||H1(Ωε)

在本文中规定

‖u‖2L2(Q)=∫Q
|u|2dx

由于比较的函数定义在不同的区域,因此要引入平均算子:

M:H1(Ω) →H1(ω)

M(u)(x)=∫
1

0
u(x,xn+1)dxn+1

和延拓算子:

E:H1(ω) →H1(Ω)

E(u)(x,xn+1)=u(x)

本文的主要结果如下:

定理1 设vε ∈H1(Ω)是问题(3)的解,v0 ∈H1(ω)是问题(4)的解,则

lim
ε→0
‖vε -Ev0‖H1(Ω)=0

为了证明定理1,我们先证明下面两个辅助引理:

引理1 给定fε ∈L2(Ωε),u0 ∈H1(Ωε),则系统(2)的唯一解uε 是有界的.

证  用uε 与问题(2)的第一个方程作内积可得:

1
2
d
dt
(‖uε‖2+δ‖∇uε‖2)+μ‖∇uε‖2+∫Ωε

uε∇·F(uε)dxdxn+1=(fε,uε)

设G 是F 的原函数,即

G=∫
s

0
F(t)dt   s∈R

那么我们有 ∇·G(u)=F(u)·∇u.因此

∫Ωε

uε∇·F(uε)dxdxn+1=-∫Ωε

∇uε·F(uε)dxdxn+1=-∫Ωε

∇·G(uε)dxdxn+1=0

所以我们就有

1
2
d
dt
(‖uε‖2+δ‖∇uε‖2)+μ‖∇uε‖2 ≤μλ1

2 ‖u
ε‖2+

1
2μλ1

‖fε‖2

由Poincaré不等式
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‖uε‖2 ≤
1
λ1
‖∇uε‖2

得

d
dt
(‖uε‖2+δ‖∇uε‖2)+μ‖∇uε‖2 ≤

1
μλ1
‖fε‖2

又

μ‖∇uε‖2=μ
2‖∇u

ε‖2+μ
2‖∇u

ε‖2 ≥μλ1
2 ‖u

ε‖2+μ
2δδ‖∇u

ε‖2 ≥

C3(‖uε‖2+δ‖∇uε‖2)

其中:C3=minμλ1

2
,μ
2δ
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d
dt
(‖uε‖2+δ‖∇uε‖2)+C3(‖uε‖2+δ‖∇uε‖2)≤

1
μλ1
‖fε‖2

再由Gronwall不等式得

‖uε‖2+δ‖∇uε‖2 ≤e-C3t(‖uε(0)‖2+δ‖∇uε(0)‖2)+
1

C3μλ1
‖fε‖2(1-e-C3t)

又因为u0 ∈H1(Ωε),所以结论成立.

引理2 设hε ∈L2(Ω),且在L2(Ω)中hε⇀h0,又设vε ∈H1(Ω)是问题(3)的唯一解,则存在问题

(4)的唯一解v0 ∈H1(ω),当h
∧
=M(h0),使得

vε →Ev0,asε→0

在 H1(Ω)上是弱收敛,在L2(Ω)上是强收敛.

证  因为 ‖·‖H1(Ωε)与|||·|||H1(Ωε)是等价范,所以由引理1知|||uε|||H1(Ωε)是有界的.又

c1|||u|||H1(Ωε)≤|||Φε(u)|||H1(Ω)≤c2|||u|||H1(Ωε)

所以{|||vε|||H1(Ω)}ε 是有界的.因为 H1(Ω)是自反空间且 H1(Ω)是紧嵌入到L2(Ω),所以存在v􀮨0 ∈

H1(Ω),当ε→0时,vε →v􀮨0.在H1(Ω)上是弱收敛,在L2(Ω)上是强收敛.又 ‖∇xn+1
vε‖=O(ε),因

此在L2(Ω)中,当ε→0时,∇xn+1
vε→0,即∇xn+1

v􀮨0=0在区域Ω 上几乎处处成立.则存在v0∈H1(ω),

使得v􀮨0(x,xn+1)=v0(x)在区域Ω 上几乎处处成立,即v􀮨0(x,xn+1)=Ev0.

下面说明v0 ∈H1(Ω)是问题(4)的解.当ε→0时,

∫Ω
ghεE(φ)dx=∫Ω

g vε
t -

δ
g
div(Bεvε

t)-μ
g
div(Bεvε)+f·Tεvεé

ë
êê

ù

û
úúE(φ)dx=

∫Ω
gvε

tE(φ)+δBεvε
t·∇E(φ)+μBεvε·∇E(φ)+gf·TεvεE(φ)dx→

∫Ω
gv􀮨0tE(φ)+gδ∇v􀮨0t·∇E(φ)+gμ∇v􀮨0·∇E(φ)+gf·∇v􀮨0E(φ)dx=

∫ω
gv0

tφ+gδ∇v0
t·∇φ+gμ∇v0·∇φ+gf·∇v0φdx,∀φ∈H1(ω)

又当ε→0时,
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∫Ω
ghεE(φ)dx →∫ω

gM(h0)φdx

所以

v0
t -

δ
g
div(g∇v0

t)-μ
g
div(g∇v0)+f·∇v0=h

∧

从而结论成立.

定理1的证明  由引理2知,在 H1(Ω)上vε⇀v􀮨0.则

∫Ω
g(|∇v􀮨0|2+|v􀮨0|2)dx≤

liminf
ε→0∫Ω

g(|∇xvε|2+|∇xn+1
vε|2+|vε|2)dx≤

limsup
ε→0∫Ω

g(|∇xvε|2+|∇xn+1
vε|2+|vε|2)dx≤

lim
ε→0∫Ω

g(|∇xvε|2+|∇xn+1
vε|2+|vε|2)dx

由Lebesgue控制收敛定理得

lim
ε→0∫Ω

g(|∇xvε|2+|∇xn+1
vε|2+|vε|2)dx=∫Ω

g(|∇v􀮨0|2+|v􀮨0|2)dx

又

∇xn+1
v􀮨0=0

所以

lim
ε→0
‖vε -Ev0‖H1(Ω)=0

  推论1 设vε ∈H1(Ω)是问题(3)的解,v0 ∈H1(ω)是问题(4)的解,则

lim
ε→0

|||vε -Ev0|||H1(Ω)=0

由推论1以及Φε 是同构映射可知,当ε→0时,Benjamin-Bona-Mahony方程在薄区域上的极限方程为问题

(4)的第一个方程.
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LimitEquationoftheBenjamin-Bona-Mahony
EquationsonThinDomains

ZHANGQiang-heng, ZHUChao-sheng
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,weconsiderthelimitequationoftheBenjamin-Bona-Mahonyequationsonthindo-

mains.ByshowingthelimitbehaviorofthesolutionoftheBenjamin-Bona-Mahonyequations,wecanob-

tainthelimitequationonthindomains.
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