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可分Asplund空间中随机集值隐函数
的下半连续性及应用①
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摘要:在可分Asplund空间中讨论随机集值隐函数的下半连续性及应用,所使用的工具主要有Ekeland变分原理、

Fermat原理、Lipschitz函数的次微分以及次梯度的加法原理等.首先,给出随机集值隐函数的下半连续性成立的充

分条件.其次,给出其在随机参数广义方程解映射的稳定性分析中的应用.所得结果改进了已有文献中的相关结果.
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最近,文献[1]研究了下面的随机集值隐函数定理.设(Ω,A)是可测空间,X,P 是拓扑空间,Y 是拓

扑向量空间,F:Ω×X ×P →→Y 是集值映射,(x0,p0)∈X ×P 满足对所有的ω ∈Ω,有

0∈F(ω,x0,p0)

成立.定义集值映射G:Ω×P →→X 如下:

G(ω,p):={x∈X|0∈F(ω,x,p)} (1)

若对任意的p∈P,G(·,p):Ω →→X 是可测的,则称集值映射G 为由包含关系

0∈F(ω,x,p)
定义的随机集值隐函数.Yang和Huang[1]在可分Asplund空间给出了随机集值隐函数(1)的局部度量正则

性、度量正则性、Lipschitz性质、非空性和下半连续性成立的充分条件.文献[1]中的结果推广了文献[2-
3]中的相关结果.值得注意的是,文献[1]必须假设度量投射的内半紧性.本文的目的是在不假设度量投射

的内半紧性的情况下,证明随机集值隐函数的下半连续性.

1 预备知识

引理1[4] 设(X,d)是完备度量空间,φ:X →R是真下半连续下有界函数.任给ε>0和x0∈X
满足φ(x0)≤infXφ+ε.则对任意的λ>0,存在x ∈X 满足

(a)φ(x)≤φ(x0),

(b)d(x,x0)≤λ,

(c)φ(x)+
ε
λd(x,x)>φ(x),∀x ≠x.
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引理2[4] 设φ:X →R在x 具有有限值.若x 是φ 的局部极小值点,则

0∈
∧

φ(x)⊂φ(x)

  引理3[4] 设φ:X →R在x 的某邻域内是Lipschitz连续的且系数为l≥0,则

∞φ(x)={0}
且

‖x*‖ ≤l,∀x* ∈φ(x)

  引理4[4] 设X 是Asplund空间,φi:X →R,i=1,2,…,n≥2在x 的某邻域内是下半连续的.φi

中除一个外其余的在x 是序列正规上紧(SNEC).若

[x1
* +…+xn

* =0,x*
i ∈∞φi(x)]⇒x*

i =0   i=1,2,…,n
则

(φ1+…+φn)(x)⊂φ1(x)+…+φn(x)

∞(φ1+…+φn)(x)⊂∞φ1(x)+…+∞φn(x)

  引理5[5] 设(Ω,A,μ)是完全σ 有限可测空间,X 是完备可分度量空间,G ∈A×B(X),则投射

πΩ(G):={ω∈Ω:∃ ∈X,(ω,x)∈G}∈A
是可测的.

引理6[1] 设(Ω,A)是可测空间,X 是可分Banach空间,f1:Ω →X 是可测映射,F2:Ω →→X 是

具有闭值的弱可测集值映射,则f1+F2:Ω →→X 是弱可测的.

2 随机集值隐函数的下半连续性

定理1 设X,Y 是可分Asplund空间,P 是拓扑空间,(Ω,A,μ)是完全σ 有限可测空间,集值映

射F:Ω×X×P →→Y 满足对任意的p∈P,F(·,·,p):Ω×X →→Y 是可测的.设G:Ω×P →→X 是由(1)

式定义的集值映射,(x0,p0)∈X×P 满足对任意ω∈Ω 有0∈F(ω,x0,p0).记Fω,p(·):=F(ω,·,

p).若对任意的ω ∈Ω,存在常数r>0和σ>0使得

 任意的p∈B(p0,r),集值映射Fω,p(·)是闭的;

 任意的(x,p)∈B(x0,r)×B(p0,r)且0∉F(ω,x,p),

σ≤inf{‖x*‖:x* ∈D*
NFω,p(x,y)(y*),y∈B(0,r)∩Fω,p(x),‖y*‖=1}

   任意的(x,p)∈B(x0,r)×B(p0,r),集值映射F(ω,x,·)在p 是下半连续的.则

1)任意的p∈P,G(·,p):Ω →→X 是B 可测的;

2)任意的ω ∈Ω,存在常数s∈ (0,r),使得由

Gω(p):=G(ω,p)∩intB(x0,r)

定义的集值映射Gω:P →→X 在B(p0,s)上是非空的和下半连续的.

证  1)任意的p∈P,考虑G(·,p):Ω →→X 的图像

gphG(·,p)={(ω,x)∈Ω×X:x∈G(ω,p)}=
{(ω,x)∈Ω×X:0∈F(ω,x,p)}=
{(ω,x)∈Ω×X:F(ω,x,p)∩ {0}≠Ø}

因为F(·,·,p):Ω×X →→Y 可测,所以

{(ω,x)∈Ω×X:F(ω,x,p)∩ {0}≠Ø}∈A×B(X)
从而

gphG(·,p)∈A×B(X)
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任给B ∈B(X),由引理5得

πΩ(gphG(·,p)∩ (Ω×B))∈A
因为

πΩ(gphG(·,p)∩ (Ω×B))={ω∈Ω:∃ ∈X,(ω,x)∈gphG(·,p)∩ (Ω×B)}=
{ω∈Ω:∃ ∈B,x∈G(ω,p)}=
{ω∈Ω:G(ω,p)∩B ≠Ø}

所以

{ω∈Ω:G(ω,p)∩B ≠Ø}∈A

从而G(·,p):Ω →→X 是B 可测的.

2)任意的ω ∈Ω.因为0∈F(ω,x0,p0),由条件 ,存在p0 的邻域U 使得对任意的p∈U 有

F(ω,x0,p)∩intB 0,
rσ
1+σ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠Ø

成立.故对任意的p∈U,有

dist(0,F(ω,x0,p))<
rσ
1+σ

任取s∈ (0,r)满足B(p0,s)⊂U.接下来证明s满足定理1的结论2).

(a)任意的p∈B(p0,s),证明Gω(p)是非空的.定义函数fp:X ×Y →R为

fp(x,y):=‖y‖+δ((x,y);gphFw,p),∀(x,y)∈X ×Y
由条件 ,fp 在X×Y 上是下半连续的.特别地,在B(x0,r)×B(0,r)上是下半连续的.若fp(x0,0)=

0,则0∈Fω,p(x0),从而x0∈G(ω,p),故x0∈G(ω,p)∩intB(x0,r),即Gω(p)≠Ø.若fp(x0,

0)≠0,则0∉Fω,p(x0),故dist(0,F(ω,x0,p))>0.可以假设α:=dist(0,F(ω,x0,p)),其中

0<α<
rσ
1+σ<r.

任意的ε∈ (0,r-α)且α+ε
r <

σ
1+σ

,由距离函数的定义,存在y∈Fω,p(x0)满足 ‖y‖ <α+

ε<r.令β:=fp(x0,y)=‖y‖,任意的t∈
α+ε
r

, σ
1+σ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,易知

fp(x0,y)=t·β
t

显然,

fp(x0,y)≤inf(x,y)∈B(x0,r)×B(0,r)fp(x,y)+t·β
t

由引理1中的Ekeland变分原理,存在(x
∧,y

∧)∈B(x0,r)×B(0,r)满足

fp(x
∧,y

∧)≤fp(x0,y),‖(x
∧,y

∧)-(x0,y)‖ ≤β
t

和

fp(x
∧,y

∧)≤fp(x,y)+t·‖(x,y)-(x
∧,y

∧)‖,∀(x,y)∈B(x0,r)×B(0,r)
这意味着

(x
∧,y

∧)∈gphFw,p,‖y
∧
‖ ≤ ‖y‖,‖x

∧
-x0‖+‖y

∧
-y‖ ≤β

t
且对任意的(x,y)∈B(x0,r)×B(0,r),有

‖y
∧
‖ ≤ ‖y‖+t(‖x-x

∧
‖+‖y-y

∧
‖)+δ((x,y);gphFw,p) (3)
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显然,x
∧
∈B(x0,r),y

∧
∈B(0,r).因为

‖x
∧
-x0‖ ≤β

t <
α+ε
t <r,‖y

∧
‖ ≤ ‖y‖ <r

所以

(x
∧,y

∧)∈intB(x0,r)×intB(0,r)=int(B(x0,r)×B(0,r))

下面证明0∈Fω,p(x
∧).假设0∉Fω,p(x

∧),则y
∧
≠0.定义函数φ1,φ2,φ3:X ×Y →R分别为

φ1(x,y):=‖y‖

φ2(x,y):=t(‖x-x
∧
‖+‖y-y

∧
‖),

φ3(x,y):=δ((x,y);gphFw,p),∀(x,y)∈X ×Y

由(3)式知(x
∧,y

∧)是函数φ1+φ2+φ3 在X ×Y 上的极小值点.由引理2得

(0,0)∈(φ1+φ2+φ3)(x
∧,y

∧)

显然,φ1和φ2在X×Y上是局部Lipschitz连续的,且φ3在X×Y上是下半连续的.由引理3易知∞φ1(x
∧,

y
∧)={(0,0)},∞φ2(x

∧,y
∧)={(0,0)}和φ2(x

∧,y
∧)⊂tBX* ×{0}+{0}×tBY* .由引理4得

(0,0)∈φ1(x
∧,y

∧)+φ2(x
∧,y

∧)+φ3(x
∧,y

∧)
由函数φ1 和φ3 的定义得

φ1(x
∧,y

∧)={0}×‖·‖(y
∧),φ3(x

∧,y
∧)=N((x

∧,y
∧);gphFw,p)

因为y
∧
≠0,由文献[6]命题2.124得

‖·‖(y
∧)={y* ∈Y*:‖y*‖=1,<y*,y

∧>=‖y
∧
‖}

故存在y1
* ∈Y* 和(x3

*,y3
*)∈N((x

∧,y
∧);gphFw,p)使得

‖y1
*‖=1,<y1

*,y
∧>=‖y

∧
‖,‖x3

*‖ ≤t,‖y1
* +y3

*‖ ≤t
从而,

‖y3
*‖ ≥1-t>0

令

x*:=
x3

*

‖y3
*‖
   y*:=-

y3
*

‖y3
*‖

则

(x*,-y*)∈N((x
∧,y

∧);gphFw,p)
从而

x* ∈DN
*Fω,p(x

∧,y
∧)(y*)

易知

‖y*‖=1,‖x*‖=
‖x3

*‖
‖y3

*‖ ≤
t
1-t<σ

这与条件  矛盾,故0∈Fω,p(x
∧),即x

∧
∈G(ω,p),从而Gω(p)≠Ø.

(b)任意的p∈B(p0,s),证明Gω(·)在p 是下半连续的,只需证明:任意的x ∈Gω(p)和任意的

ε>0,存在常数t>0满足

Gω(p')∩intB(x,ε)≠Ø,∀p'∈B(p,t)

因为x ∈Gω(p),所以0∈F(ω,x,p),x ∈intB(x0,r).任取0<η<ε满足B(x,η)⊂B(x0,r)
和B(p,η)⊂B(p0,r).用(x,p)替代(x0,p0),用常数η替代r,用球B(x,η),B(0,η),B(p,η)

和B 0, ησ
1+σ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 分别替代B(x0,r),B(0,r),B(p0,r)和B 0, rσ

1+σ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,类似于上面的证明,存在常数
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0<t<η 满足

G(ω,p')∩intB(x,η)≠Ø   ∀p'∈B(p,t) (4)
因为intB(x,η)⊂intB(x0,r)∩intB(x,ε),由(4)式得

G(ω,p')∩intB(x0,r)∩intB(x,ε)≠Ø,∀p'∈B(p,t)
即

Gω(p')∩intB(x,ε)≠Ø   ∀p'∈B(p,t)

  注1 定理1与文献[1]定理3.12类似,但是值得注意的是文献[1]定理3.12需要假设度量投射的内

半紧性,而定理1不需要.
考虑定理1的确定性情形,得到下面的推论.
推论1 设X,Y是Asplund空间,P 是拓扑空间,F:X×P→→Y是集值映射,G:P→→X 是由G(p):=

{x∈X|0∈F(x,p)}定义的集值隐函数,(x0,p0)∈X×P 且0∈F(x0,p0).记Fp(·):=F(·,p).
若存在常数r>0和σ>0使得

 任意的p∈B(p0,r),集值映射Fp(·)是闭的;

 任意的(x,p)∈B(x0,r)×B(p0,r)且0∉F(x,p),

σ≤inf{‖x*‖:x* ∈D*
NFp(x,y)(y*),y∈B(0,r)∩Fp(x),‖y*‖=1}

   任意的(x,p)∈B(x0,r)×B(p0,r),集值映射F(x,·)在p 是下半连续的.
则存在常数s∈ (0,r),使得由

G(p):=G(p)∩intB(x0,r)

定义的集值映射G:P →→X 在B(p0,s)上是非空的和下半连续的.
注2 推论1说明文献[7]推论3.3和文献[8]定理5.1中的条件“F(x0,·)在(p0,0)是内半连续的”

可以去掉.进一步,推论1包含文献[3]定理3.1为特例,可以从下述4个方面阐述:
(a)文献[3]定理3.1中的条件“F 在(x0,p0)周围具有非空值”被去掉;
(b)文献[3]定理3.1中的条件“任意的p∈P,集值映射Fp(·)是闭的”被推论1中较弱的条件“任意

的p∈B(p0,r),集值映射Fp(·)是闭的”取代;
(c)文献[3]定理3.1中的条件(A1)显然意味着推论1中的条件  成立;
(d)文献[3]定理3.1中的条件(A2)被去掉.

3 随机参数广义方程解映射的稳定性分析

本节考虑(2)式中的F 具有如下的特殊形式:

F(ω,x,p)=f(ω,x,p)+Q(ω,x,p)

其中f:Ω×X ×P →Y 是单值映射,Q:Ω×X ×P →→Y 是集值映射.此时,(2)式退化为

0∈f(ω,x,p)+Q(ω,x,p) (5)
这个随机广义方程的确定性形式是由Robinson[9]提出的.众所周知,(5)式的确定性情形为数学规划、补

问题、变分不等式、最优控制、数理经济、均衡和其他与优化相关的领域的最优解的统一研究提供了方便

的框架.
与(5)式相关的解映射G:Ω×P →→X 定义为

G(ω,p)={x∈X:0∈f(ω,x,p)+Q(ω,x,p)} (6)
下面将建立关于(6)式中解映射的下半连续性的充分条件.

定理2 设X 是可分Asplund空间,Y 是σ 紧可分Asplund空间,P 是拓扑空间,(Ω,A,μ)是完全

σ 有限可测空间,f:Ω×X ×P →Y 是单值映射,集值映射Q:Ω×X×P →→Y 满足对任意的p∈P,

f(·,·,p)是可测的,Q(·,·,p)是弱可测的且具有闭值.设G:Ω×P →→X 是由(6)式定义的解映射,
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(x0,p0)∈X×P且对所有的ω∈Ω有(ω,x0,p0,-f(ω,x0,p0))∈gphQ成立.令fω,p(·):=f(ω,·,p),

Qω,p(·):=Q(ω,·,p).若对任意的ω ∈Ω,存在常数r>0和σ>0满足:

 任意的p∈B(p0,r),映射fω,p(·)在X 上是严格可微的,集值映射Qω,p(·)是闭的;

 任意的(x,p)∈B(x0,r)×B(p0,r)且(ω,x,p,-f(ω,x,p))∉gphQ,

σ≤inf{‖x*‖:x* ∈ ∇fω,p(x)*y* +D*
NQω,p(x,y-fω,p(x))(y*),

y∈B(0,r)∩ (fω,p(x)+Qω,p(x)),‖y*‖=1}

   任意的(ω,x,p)∈Ω×B(x0,r)×B(p0,r),映射f(ω,x,·)在p是连续的,集值映射Q(ω,

x,·)在p 是下半连续的.则

1)任意的p∈P,G(·,p):Ω →→X 是B 可测的;

2)任意的ω ∈Ω,存在常数s∈ (0,r)使得由

Gω(p):=G(ω,p)∩intB(x0,r)

定义的集值映射Gω:P →→X 在B(p0,s)上是非空的和下半连续的.

证  定义映射F:Ω×X ×P →→Y 为

F(ω,x,p)=f(ω,x,p)+Q(ω,x,p),∀(ω,x,p)∈Ω×X ×P
令

Fω,p(·):=F(ω,·,p)
则

Fω,p(·)=fω,p(·)+Qω,p(·)
显然,

(ω,x0,p0,-f(ω,x0,p0))∈gphQ
等价于0∈F(ω,x0,p0).由引理6,任意的p∈P,F(·,·,p):Ω×X →→Y 是弱可测的.因为Y 是σ

紧的,由文献[10]定理3.2,F(·,·,p):Ω×X →→Y 是可测的.任意的ω∈Ω,存在常数r>0和σ>

0满足条件和.由条件,容易验证:任意的p∈B(p0,r),集值映射Fω,p(·)是闭的.由条件和

文献[4]定理1.62知任意的(x,p)∈B(x0,r)×B(p0,r)且0∉F(ω,x,p),有

σ≤inf{‖x*‖:x* ∈D*
NFω,p(x,y)(y*),y∈B(0,r)∩Fω,p(x),‖y*‖=1}

由条件 ,任意的(ω,x,p)∈Ω×B(x0,r)×B(p0,r),集值映射F(ω,x,·)在p 是下半连续的.综
上可知,定理1的所有条件均满足,由定理1可得定理2成立.

注3 定理2的确定性情形与文献[1]定理4.9类似,但是值得注意的是文献[1]定理4.9需要假设度

量投射的内半紧性,而定理2不需要.

参考文献:
[1] YANGMG,HUANGNJ.RandomImplicitFunctionTheoremsinAsplundSpaceswithApplications[J].Journalof

NonlinearandConvexAnalysis,2013,14(3):497-517.
[2] HUYNQ,YAOJC.StabilityofImplicitMultifunctionsinAsplundSpaces[J].TaiwaneseJournalofMathematics,

2009,13(1):47-65.
[3] LEEGM,TAMNN,YENND.NormalCoderivativeforMultifunctionsandImplicitFunctionTheorems[J].Journal

ofMathematicalAnalysisandApplications,2008,338(1):11-22.
[4] MORDUKHOVICHBS.VariationalAnalysisandGeneralizedDifferentiation,Vol.I:BasicTheory,Vol.II:Applica-

tions[M].Berlin:Springer,2006.
[5] AUBINJP,FRANKOWSKAH.Set-ValuedAnalysis[M].Berlin:Birkhäuser,1990.
[6] BONNANSJF,SHAPIROA.PerturbationAnalysisofOptimizationProblems[M].NewYork:Springer,2000.
[7] DUREAM.OpennessPropertiesforParametricSet-ValuedMappingsandImplicitMultifunctions[J].NonlinearAnaly-

6 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第39卷



sis:Theory,MethodsandApplications,2010,72(2):571-579.
[8] DUREA M,STRUGARIU R.QuantitativeResultsonOpennessofSet-ValuedMappingsandImplicitMultifunction

Theorems[J].PacificJournalofOptimization,2010,6(3):533-549.
[9] ROBINSONSM.StabilityTheoryforSystemsofInequalities,II.DifferentiableNonlinearSystems[J].SIAMJournal

onNumericalAnalysis,1976,13(4):497-513.
[10]HIMMELBERGCJ.MeasurableRelations[J].FundamentaMathematicae,1975,87(1):53-72.
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Abstract:Thispaperismainlydevotedtodiscussinglowersemicontinuityofrandomimplicitmultifunc-
tionsinseparableAsplundspaces.ThetoolsinvolvedareEkeland'svariationalprinciple,Fermat'srules,

subdifferentialsofLipschitzianfunctionsandsumrulesforbasicandsingularsubgradients.Firstly,the
newsufficientconditionsforthelowersemicontinuityofrandomimplicitmultifunctionsaregiven.Second-
ly,applicationstostabilityanalysisofsolutionmapsforrandomparametricgeneralizedequationsaregiv-
en.Theresultsobtainedimprovethecorrespondingknownresultsinliterature.
Keywords:normalcoderivative;randomimplicitmultifunction;lowersemicontinuity;Asplundspace
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