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Navier-Stokes方程的回溯两水平
有限元变分多尺度方法①
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摘要:基于两重网格离散和回溯两水平方法,提出了一种求解大雷诺数不可压缩流定常 Navier-Stokes方程的回

溯两水平有限元变分多尺度方法.其基本思想是:首先在一粗网格上求解带有亚格子模型稳定项的 Navier-Stokes

方程,然后在细网格上求解一个亚格子模型稳定化的线性 Oseen问题,最后又回到粗网格上求解全线性化校正

问题.通过适当的稳定化参数和粗细网格尺寸的选取,这些算法能取得最优渐近收敛阶.我们通过数值模拟,验

证了其高效性.
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设Ω 是Rd(d=2或3)中具有Lipschitz连续的有界集.我们考虑下面的Navier-Stokes问题:

-νΔu+(u·∇)u+∇p=f,inΩ (1)

∇·u=0,inΩ (2)

u=0,on􀆟Ω (3)

这里u:Ω →Rd 是速度,p:Ω →R是压力,f:Ω →Rd 表示体积力,ν表示粘性系数.给定一个特征

长度L 和一个特征速度U,定义雷诺数为Re=UL/ν.
Navier-Stokes方程是描述流体运动规律的一类典型的非线性方程,其研究对人们认识和控制湍流格外

重要.两水平算法最早是由许进超教授提出的[1],被 LaytonW 和 Lenferink等人[2] 最早应用到定常

Navier-Stokes方程,随后诸如何银年和李开泰等人[3]对定常Navier-Stokes方程的两水平和多水平算法方

面都做了大量工作,这些方法的主要思想是首先在粗网格上解一个完全非线性问题,然后在细网格上解一

个线性问题.由于完全非线性问题要在粗网格上求解,故而难以模拟大雷诺数流问题.本文中,我们将两重

网格离散方法[1]与文献[4]中算法1相结合,提出了求解大雷诺数Navier-Stokes方程的一种回溯两水平有

限元变分多尺度方法.一方面,与文献[4]中算法1相比较,我们的方法能够模拟大雷诺数流:另一方面,

和普通的有限元变分多尺度方法[5]相比,我们的方法可以节省大量的时间.
本文内容安排如下:第1节给出了一些关于有限元空间和Navier-Stokes方程的基本知识;第2节设计并分

析回溯两水平有限元变分多尺度方法;第3节给出数值模拟以验证算法的有效性;第4节给出相关结论.
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1 预备知识

下面,我们引出Hilbert空间:

X=H1
0(Ω)d,M =L2

0(Ω)={q∈L2(Ω):∫Ω
qdx=0}

‖·‖k 和|·|k 分别表示通常的Sobolev空间Hk(Ω)d(k≥0)的范数和半范数,(·,·)表示L2(Ω)d(d=
1,2,3)的标准内积.定义三线性形式:b(u,v,w)=((u·∇)v,w),∀u,v,w ∈X.其满足下列性质[4]:

|b(u,v,w)|≤C|u|1||v||1,3||w||0   ∀u,w∈X,v∈W1,3(Ω)

|b(u,v,w)|≤C||u||0|v|1,∞||w||0   ∀u,w∈X,v∈W1,∞(Ω)

|b(u,v,w)|≤C||u||0|v|1,∞|w|1   ∀u,w∈X,v∈W1,∞(Ω)

|b(u,v,w)|≤C|u|1|v|1|w|1   ∀u,v,w∈X

|b(u,v,w)|≤C||u||1-s0 |u|s
1|v|1|w|1   ∀u,v,w∈X (4)

其中:当d=2时,s=ε为任意小;当d=3时,s=
1
2.

考虑方程(1)-(3)的变分形式:求解(u,p)∈X×M,使得满足

ν(∇u,∇v)+b(u,u,v)-(∇·v,p)+(∇·u,q)=(f,v)   ∀(v,q)∈X×M (5)
其中双线性形式(∇·v,p)在X×M 上是连续的且满足著名的inf-sup条件:存在一个常数β>0使得

β‖q‖0 ≤ sup
v∈X,v≠0

(∇·v,q)
‖∇v‖0

   ∀q∈M (6)

  引理1[3] 设X'是H1
0(Ω)d 的对偶空间,f∈X',方程(1)-(3)存在一个非奇异解u 满足

‖∇u‖0 ≤ν-1‖f‖-1,‖f‖-1=sup
v∈X

(f,v)
‖∇v‖0

  设Tμ(Ω)={K}(μ=H,h且H >h)是Ω 的一个网格剖分.细网格Th(Ω)是粗网格TH(Ω)的加密.
基于Tμ(Ω)={K}的有限元空间对(Xμ,Mμ)满足下列假设:

  (A1)逼近性:对任何(u,p)∈ (H1
0(Ω)∩Hk+1(Ω))d ×(L2

0(Ω)∩Hk(Ω)),满足

inf
uμ∈Xμ

,pμ∈Mμ

{‖(u-uμ)‖0+μ(‖∇(u-uμ)‖0+‖p-pμ‖0)}≤Cμk+1(|u|k+1+|p|k) (7)

  (A2)inf-sup条件:存在一个常数β>0使得

β‖qμ‖0 ≤ sup
vμ∈Xμ

,vμ≠0

(∇·vμ,qμ)
‖∇vμ‖0

   ∀qμ ∈Mμ (8)

Y=X×M   Yh =Xh ×Mh   YH =XH ×MH

|||(v,q)|||:=(|v|21+||q||20)
1
2

R1={v∈H1
0(Ω)d:v|K ∈ (P1)d,∀K ∈Tμ(Ω)}

这里P1 是次数不超过1的多项式空间.亚格子模型基于一个椭圆算子Πμ:X →R1 其定义为[6]

(∇Πμu,∇v)=(∇u,∇v)   ∀u∈X,v∈R1 (9)

保持如下估计[7]:

‖∇Πμv‖0 ≤ ‖∇v‖0   ∀v∈X (10)
利用投影算子,我们定义亚格子稳定化项:

Gμ(u,v)=α(∇(I-Πμ)u,∇(I-Πμ)v)=α(∇u,∇v)-α(∇Πμu,∇v)   ∀u,v∈X (11)
这里0<α<1是一个稳定化参数.定义连续双线性形式:

AH[(u,p);(v,q)]:=(ν+α)(∇u,∇v)+b(uH,u,v)-(∇·v,p)+(∇·u,q) (12)

BH[(u,p);(v,q)]:=(ν+α)(∇u,∇v)+b(uH,u,v)+
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b(u,uH,v)-(∇·v,p)+(∇·u,q) (13)
为了方便后面定理的推导,给出引理2,3,推导过程可参考文献[4].

引理2 存在一个不依赖于h,H 的常数γ>0满足:

inf
u,p∈Yh

sup
(v,q)∈Yh

AH[(u,p);(v,q)]
|||(u,p)||| |||(v,q)|||≥

γ>0 (14)

inf
(u,p)∈Yh

sup
(v,q)∈Yh

BH[(u,p);(v,q)]
|||(u,p)||| |||(v,q)|||≥

γ>0 (15)

为了误差分析的需要,我们引进Galerkin投影(Q,R):Y →YH 如下:

BH[(w,r);(v-Q(v,q),q-R(v,q))]=0   ∀(w,r)∈YH,(v,q)∈Y (16)

  引理3 投影(Q,R)满足下列性质:

  􀃠|||(v-Q(v,q),q-R(v,q))|||≤C|||(v,q)|||,∀(v,q)∈Y;

  􀃡||v-Q(v,q)||θ ≤CH1-θ|||(v,q)|||,∀(v,q)∈Y,0≤θ≤1;

  􀃢||v-Q(v,q)||0+H|q-R(v,q)|1 ≤CH2(||v||2+||q||1),∀(v,q)∈Y∩ (H2(Ω)d ×
H1(Ω)).

2 有限元变分多尺度方法

算法1[5] 单水平有限元变分多尺度方法(1-VMS)求解(uμ,pμ)∈Xμ ×Mμ,使得∀(v,q)∈Xμ ×
Mμ,满足

ν(∇uμ,∇v)+b(uμ,uμ,v)-(∇·v,pμ)+(∇·uμ,q)+GH(uμ,v)=(f,v) (17)

  引理4[8] 假设(u,p)是Navier-stokes方程的非奇异解且满足

(u,p)∈ (H1
0(Ω)∩Hk+1(Ω)∩W1,∞(Ω))d ×(L2

0(Ω)∩Hk(Ω))
当μ →0时α →0.则存在μ0 >0,使得对于μ ≤μ0,算法1定义的近似解(uμ,pμ)满足

ν||∇uμ||0 ≤||f||-1

|||(u-uμ,p-pμ)|||≤C(μk +α)

||u-uμ||0 ≤C(μ(μk +α)+α2) (18)

  算法2 回溯两水平有限元变分多尺度方法(b-VMS)

  步骤1 求解(uH,pH)∈XH ×MH,使得 ∀(v,q)∈XH ×MH,满足

ν(∇uH,∇v)+b(uH,uH,v)-(∇·v,pH)+(∇·uH,q)+GH(uH,v)=(f,v) (19)

  步骤2 求解(uh,ph)∈Xh ×Mh,使得 ∀(v,q)∈Xh ×Mh,满足

ν(∇uh,∇v)+b(uH,uh,v)-(∇·v,ph)+(∇·uh,q)+G*
h (uh,v)=(f,v) (20)

  步骤3 求解(eH,rH)∈XH ×MH,使得 ∀(v,q)∈XH ×MH,满足

ν(∇eH,∇v)+b(eH,eH,v)+b(eH,uH,v)-(∇·v,rH)+(∇·eH,q)+G**
H (eH,v)=

b(uH -uh,uH,v) (21)

设置u* =uh +eH,p* =ph +rH .
此算法中,GH(uH,v)形如(11)式(μ=H),而G*

h (uh,v)和G**
H (eH,v)分别定义如下:

G*
h (uh,v)=α(∇uh,∇v)-α(∇ΠhuH,∇v),∀v∈Xh

G**
H (eH,v)=α(∇eH,∇v)-α(∇ΠH(uH -uh),∇v),∀v∈XH

  定理1 在引理4的条件下,算法2第二步的解(uh,ph)∈Xh ×Mh 满足:

||∇uh||0 ≤||f||-1

|||(u-uh,p-ph)|||≤C(hk +Hk+1+α) (22)

  证  在(20)式中取(v,q)=(uh,ph)即可得到第一个结论||∇uh||0≤||f||-1.从(5)式中减去

(20)式,得到
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AH[(u-uh,p-ph);(v,q)]=b(uH -u,u,v)+α(∇u,∇v)-α(∇ΠhuH,∇v) (23)
设(Ihu,Jhp)∈Yh 是(u,p)的插值,利用三角不等式、AH 的连续性、逼近性(7)式和引理4得到

|||(u-uh,p-ph)|||≤|||(u-Ihu,p-Jhp)|||+|||(Ihu-uh,Jhp-ph)|||≤

|||(u-Ihu,p-Jhp)|||+
1
γ sup

(v,q)∈Yh

AH[(Ihu-uh,Jhp-ph);(v,q)]
|||(v,q)|||

=

|||(u-Ihu,p-Jhp)|||+
1
γ sup

(v,q)∈Yh

AH[(Ihu-u,Jhp-p);(v,q)]+AH[(u-uh,p-ph);(v,q)]
|||(v,q)|||

≤

C|||(u-Ihu,p-Jhp)|||+
1
γ sup

(v,q)∈Yh

AH[(u-uh,p-ph);(v,q)]
|||(v,q)|||

≤

Chk +
1
γ sup

(v,q)∈Yh

b(uH -u,u,v)+α(∇u,∇v)-α(∇ΠhuH,∇v)
|||(v,q)|||

≤

Chk +C||uH -u||0·|u|1,∞ +α(||∇u||0+||∇uH ||0)≤
C (hk +Hk+1+αH +α2+α)≤
C (hk +Hk+1+α)

  定理2 在引理4和定理1的条件下,算法2的解(u*,p*)∈Xh ×Mh 满足:

|||(u-u*,p-p*)|||≤C(hk +Hk+2+H2k+1-s +α1-sHk+ks+1-s +α) (24)

  证  由定理1可知:

AH[(u-uh,p-ph);(v,q)]=b(uH -u,u,v)+α(∇u,∇v)-α(∇ΠhuH,∇v)∀(v,q)∈Yh

其隐含:

BH[(u-uh,p-ph);(v,q)]=
b(uH -u,u,v)+b(u-uh,uH,v)+α(∇u,∇v)-α(∇ΠhuH,∇v)   ∀(v,q)∈Yh (25)

根据步骤3和投影(16)的定义有

BH[(eH,rH);(v,q)]=BH[(eH,rH);(Q(v,q),R(v,q))]=
b(uH -uh,uH,Q(v,q))-α(∇ΠH(uH -uh),∇Q(v,q)) (26)

从(25)式减去(26)式,可得

BH[(u-u*,p-p*);(v,q)]=b(uH -uh,uH,v-Q(v,q))-b(u-uH,u-uH,v))+
α[(∇u,∇v)-(∇ΠhuH,∇v)+(∇ΠH(uH -uh),∇Q(v,q))] (27)

因为(Ihu-u*,Jhp-p*)∈Yh,利用(15)式和双线性形式BH 连续性可得

|||(Ihu-u*,Jhp-p*)|||≤
1
γ sup

(v,q)∈Yh

BH[(Ihu-u*,Jhp-p*);(v,q)]
|||(v,q)||| ≤

1
γ sup

(v,q)∈Yh

BH[(Ihu-u,Jhp-p);(v,q)]+BH[(u-u*,p-p*);(v,q)]
|||(v,q)||| ≤

C
γ|||(Ihu-u,Jhp-p)|||+

1
γ sup

(v,q)∈Yh

b(uH -uh,uH,v-Q(v,q))-b(u-uH,u-uH,v))
|||(v,q)||| +

1
γ sup

(v,q)∈Yh

α[(∇u,∇v)-(∇ΠhuH,∇v)+(∇ΠH(uH -uh),∇Q(v,q))]
|||(v,q)|||

(28)

其中对稳定化项的估计是容易的,于是

||∇Q(v,q)||0 ≤||∇Q(v,q)-v||0+||∇v||0 ≤|||(v,q)|||
|α[(∇u,∇v)-(∇ΠhuH,∇v)+(∇ΠH(uH -uh),∇Q(v,q))]|≤Cα|||(v,q)||| (29)

为了估计(28)式的剩余部分,定义

RHS:=b(uH -uh,uH,v-Q(v,q))-b(u-uH,u-uH,v))
进一步有

RHS:=b(uh -u,uH -u,v-Q(v,q))+b(u-uH,uH -u,v-Q(v,q))+
b(uh -u,u,v-Q(v,q))+b(u-uH,u,v-Q(v,q))-b(u-uH,u-uH,v)(30)
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应用引理3和不等式(4)有

|b(uh -u,uH -u,v-Q(v,q))|≤C|uh -u|1|uH -u|1|v-Q(v,q)|1 ≤
C(hk +Hk+1+α)(Hk +α)|||(v,q)|||

|b(u-uH,uH -u,v-Q(v,q))|≤C||u-uH ||1-s0 |u-uH |1+s1 |v-Q(v,q)|1 ≤
C(Hk +αH +α2)1-s(Hk +α)1+s|||(v,q)|||≤
C(H2k+1-s +α1-sHk+ks+1-s +α2-2sHk+ks +
α1+sHk+1-sk-s +α2H1-s +α3-s)|||(v,q)|||

|b(uh -u,u,v-Q(v,q))|≤C|uh -u|1|u|1,3||v-Q(v,q)||0 ≤
C (hk +Hk+1+α)H|||(v,q)|||

|b(u-uH,u,v-Q(v,q))|≤C||u-uH ||0|u|1,∞||v-Q(v,q)||0 ≤
C (Hk+1+αH +α2)H|||(v,q)|||

|b(u-uH,u-uH,v)|≤C||u-uH ||1-s0 |u-uH |1+s1 |v|1 ≤
C(Hk +αH +α2)1-s(Hk +α)1+s|||(v,q)|||≤
C(H2k+1-s +α1-sHk+ks+1-s +α2-2sHk+ks +α1+sHk+1-sk-s +
α2H1-s +α3-s)|||(v,q)|||

又由逼近性知

|||(Ihu-u,Jhp-p)|||≤Chk(||u||k+1+||p||k)
综上所述,可得

|||(u-u*,p-p*)|||≤C(hk +Hk+2+H2k+1-s +α1-sHk+ks+1-s +α) (31)

  注1 定理1指出如果算法2停留在步骤2,粗细网格的关系为:h~H
1+
1
k,k≥1.定理2指出如果

算法2进行到步骤3,粗细网格的关系为:

h~H3-ε(H
5
2,d=3) k=1

h~H
1+
2
k k≥2

ì

î

í

ïï

ïï

从上面的比较中可以看出,步骤3改善了粗细网格的关系.
注2 定理2指出算法2参数的选择为:

h=OH
min k+2

k ,2k+1-s
k{ }

( ) ,α=O(hk)

3 数据模拟

这部分我们主要通过做一些数值实验来验证算法的高效性,我们设计了两个实验.算法以有限元软件

FreeFem++[10]为平台,网格采用三角形单元,非线性迭代收敛准则为10-6,粗网格上非线性迭代次数超

过5000视为迭代方法失败.
3.1 解析解:算例的准确解为

u=(u1,u2)T,u1=x2(x-1)2y(y-1)(2y-1)

u2=-y2(y-1)2x(x-1)(2x-1),p=(x2-y2),{ (32)

求解区域Ω=[0,1]×[0,1].

首先,为测试本文3种方法的渐近误差,我们在尺寸为h=
1
n2
,H =h

1
2,(n=6,7,8,9,10,11)的

一致网格上,用回溯两水平有限元变分多尺度方法(b-VMS)计算Navier-Stokes方程的有限元解,这里粘

性系数设置为ν=0.01.对(32)式给出的真解问题,估计(24)式取k=2.我们用Taly-Hood元,理论预测

能量范数的收敛率为 O(h2).根据注2选择稳定化参数为α =0.1h2.用 Newton迭代法求解非线性

Navier-Stokes问题.数据结果见表1,其中it表示满足停机准则的非线性迭代次数.从表1可以看到我们的
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方法能得到最优渐近收敛阶,数据结果很好地支持了理论预测.
其次,为了评估本文所提方法的性能,我们分别用单水平有限元变分多尺度方法[5],文献[4]中的算法

1,两参数稳定化有限元方法[9]来计算有限元解.数据结果分别列在表2,表3,表4.比较表1-4,这几种

方法的计算近似解的精度相差不是很多,特别地,对于速度近似解而言几乎是相同的.然而,与单水平有限

元变分多尺度方法[5]相比,我们的方法节省了大量的计算时间,当h=
1
n2
(n=6,7,8,9,10,11)时,分别

节省时间74.7%,75.2%,77.3%,78.3%,78.5%,79.3%;与文献[4]中的算法1相比,我们的方法增加了

稳定项却没有降低近似解的精度和收敛阶,特别是当粘性系数很小时(ν=0.00001),我们的方法工作得很

好,而文献[4]中的算法1却是发散的;与两参数稳定化有限元方法[9]相比,我们的方法用的时间较少,速

度解精度也要高一些.
表1 回溯两水平有限元变分多尺度法的近似解误差

h H CPU(s) it ‖∇(u-u*)‖0 ‖p-p*‖0 uH1-rate pL2-rate

1
36

1
6 1.641 3 6.82301e-005 8.13344e-005 - -

1
49

1
7 3.062 3 3.60756e-005 4.39023e-005 2.06704 2

1
64

1
8 4.891 3 2.09242e-005 2.57347e-005 2.03963 2

1
81

1
9 7.703 3 1.29875e-005 1.60665e-005 2.02457 1.99989

1
100

1
10 12.016 3 8.49256e-006 1.0541e-005 2.01592 2.0001

1
121

1
11 17.578 2 5.78869e-006 7.1996e-006 2.01072 2.00003

表2 单水平有限元变分多尺度法的近似解误差

h CPU(s) it ‖∇(u-uh)‖0 ‖p-ph‖0 uH1-rate pL2-rate

1
36 6.482 3 6.70853e-005 8.13343e-005 - -

1
49 12.324 3 3.57262e-005 4.39022e-005 2.04372 2

1
64 21.515 3 2.08067e-005 2.57347e-005 2.02427 2

1
81 35.578 3 1.29529e-005 1.6066e-005 2.01198 2

1
100 55.844 3 8.49667e-006 1.05409e-005 2.00097 2

1
121 84.985 3 5.81833e-006 7.19961e-006 1.98647 2

表3 文献[4]算法1的近似解误差

h H CPU(s) it ‖∇(u-u*)‖0 ‖p-p*‖0 uH1-rate pL2-rate

1
36

1
6 1.36 2 6.49594e-005 8.13343e-005 - -

1
49

1
7 2.375 2 3.50979e-005 4.39022e-005 1.99682 2

1
64

1
8 3.984 2 2.0584e-005 2.57347e-005 1.99814 2

1
81

1
9 6.422 2 1.2854e-005 1.60665e-005 1.99883 1.99989

1
100

1
10 10.015 2 8.4349e-006 1.0541e-005 1.99922 2.00011

1
121

1
11 15.063 2 5.76174e-006 7.1996e-006 1.99946 2.00001
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表4 文献[9]两参数稳定化有限元方法的近似解误差

h H CPU(s) it ‖∇(u-umh)‖0 ‖p-pmh‖0 uH1-rate pL2-rate

1
36

1
6 1.875 9 7.0897e-005 8.13344e-005 - -

1
49

1
7 3.344 8 3.67543e-005 4.39023e-005 2.13094 2

1
64

1
8 5.297 7 2.11199e-005 2.57347e-005 2.07457 2

1
81

1
9 8.219 7 1.30495e-005 1.60665e-005 2.04387 1.99987

1
100

1
10 12.547 6 8.51335e-006 1.0541e-005 2.02691 2.00012

1
121

1
11 18.766 6 5.79569e-006 7.1996e-006 2.01721 2.00003

  最后,为了验证步骤3的对近似解的贡献,我们把近似计算停留在步骤2.根据定理1可得h=

O(H
k+1
k ),α=O(hk),对于(32)式给出的真解问题,估计(22)式对k=2保持.为了方便比较我们设置粗网

格尺寸为 H =
1
n
(n=6,7,8,9,10,11),再根据h=H

3
2,α=0.1h2,计算出细网格的尺寸和稳定化参

数即可带入运行算法,数据结果详见表1.比较表1和表5可以看到,步骤3对近似解的精度有大幅改善.
表5 本文算法2步骤2的近似解误差

h H CPU(s) it ‖∇(u-uh)‖0 ‖p-ph‖0 uH1-rate pL2-rate

1
15

1
6 0.375 5 0.000434003 0.000468486 - -

1
19

1
7 0.532 4 0.000258191 0.000291993 2.19703 2

1
23

1
8 0.844 4 0.000171309 0.000199261 2.14718 2

1
27

1
9 1.031 4 0.000122146 0.000144594 2.10954 2

1
32

1
10 1.265 3 8.56565e-005 0.000102939 2.08874 2

1
36

1
11 1.609 3 6.71454e-005 8.13343e-005 2.06723 2

3.2 方腔驱动流

在这个试验中,我们考虑一个定义在单位正方形上的不可压缩方腔驱动流问题.外部体积力f=0,顶

盖上的水平速度u1=1,垂直速度u2=0,其余三边的速度都为0.这个问题的雷诺数定义为Re=
UL
ν
,其中

U 是顶盖速度,L 是侧边宽度.

设置网格尺寸为h=
1
128
,H =

1
64
,对这个问题,估计(24)式对k=1保持,设置α=0.1h.分别取雷

诺数为Re=5000,7500,10000.我们分别用单水平有限元变分多尺度方法(1-VMS)[5],本文所提算法以

及文献[4]中的算法1来模拟方腔驱动流.值得注意的是在这种网格和雷诺数的情况下,文献[4]中的算法1
由于在粗网格上的非线性迭代发散因此无法模拟,而前两种方法运行得很好.

我们在图1-2画出了垂直中心线上的速度分量u1 和水平中心线上的速度分量u2,与Ghia等人[11]的数

据结果作比较.图1-2表明,本文所提算法的精度可以和Ghia等人[11]的结果 相媲美.单水平有限元变分多尺

度方法(1-VMS)[5]和本文所提算法的数据结果没有明显差异,但后者节省了大量的计算时间,详见表6.
图3-4描绘了在设置α=0.05h,取不同雷诺数5000,7500,10000d的情况下,本文所提方法(b-

VMS)模拟得到的线性流和压力等值线,与文献中的相一致,这就证明了此算法的有效性.
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图1 垂直中线上的速度分量u1

图2 水平中线上的速度分量u2
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图3 方腔驱动流的流线

图4 方腔驱动流的压力等值线
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表6 计算方腔驱动流问题的运行时间

雷诺数 5000 7500 10000

单水平有限元变分多尺度方法/s 1243.84 1805.24 2572.95

本文所提算法/s 213.032 269.75 333.89

节省时间/% 82.9 85.6 87.0

4 结束语

我们的方法基于粗网格上的亚格子模型稳定化的 Navier-Stokes问题,细网格上的一个稳定化线性

Oseen问题和一个回溯到粗网格的完全线性化校正问题.通过适当的稳定化参数和粗细网格尺寸的选取,

这些算法能取得最优渐近收敛阶.数值算例验证了其高效性,并且从与普通算法的比较中可以看出,我们

的算法性能最为良好,既能够解决大雷诺数问题,又能够节省大量的计算时间.
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ATwo-LevelVariationalMultiscaleAlgorithmwith

BacktrackingFniteElementforNavier-StokesEquations

YANGXiao-cheng, SHANGYue-qiang
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Basedonthetwo-griddiscretizationmethodandthetwo-levelmethodwithbacktracking,atwo-

levelvariationalmultiscalealgorithmwithbacktrackingfiniteelementforthestationaryNavier-Stokese-

quationsathighReynoldsnumbersisproposedinthispaper.Thekeyideaofouralgorithmisasfollows:

first,tosolveafullynonlinearNavier-Stokesequationwithasubgridstabilizationtermonacoarsegrid;

next,tosolveasubgridstabilizedlinearfinegridproblembasedononestepofOseeniteration;andfinal-

ly,tocorrectonthecoarsegridwithfulllinearization.Thetheoreticalandnumericalresultsshowthat

withsuitablescalingsofalgorithmicparameters,thisalgorithmofourscanyieldanoptimalconvergence

rate.Numericaltestsaremadetoverifytheefficiencyofthemethod.

Keywords:variationalmultiscalemethod;finiteelement;incompressibleflow;Navier-Stokesequation;

two-grid
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