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黎曼流形上p-Laplace算子的Liouville定理①

周俞洁, 张泽宇, 王林峰

南通大学 理学院,江苏 南通226019

摘要:主要研究非紧黎曼流形上微分不等式Δpu+uσ ≤0的Liouville定理,其中1<p≤2,σ>p-1,证明了当

积分条件liminf
t↘0

t
σ

σ-p+1∫
∞

1

μ(Br)

r
σ(p+1)-(p-1)

σ-p+1 +t
dr< ∞ 成立时上面不等式不存在弱意义下的非平凡的非负解.
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设M 为n 维完备非紧黎曼流形,本文考虑微分不等式

Δpu+uσ ≤0 (1)

的Liouville定理,其中1<p≤2,σ>p-1,Δpu=div(|▽u|p-2▽u)为p-Laplace算子.文献[1]中证

明了Rn(n>2)中p=2时(1)式没有非平凡非负解当且仅当1<σ<
n

n-2
,通过选择适当的试验函数,文

献[2-3]中导出了Rn 中更为一般的微分不等式的Liouville定理.若要将文献[2-3]中的方法推广到黎曼

流形上,需要Laplace比较定理,从而需要Ricci曲率满足适当条件,文献[4]中改进了文献[2-3]中的方

法,只需在体积增长的条件下就可以得到流形上相应的Liouville定理.文献[5]中改进了文献[4]中的结

果,得到如下定理.
定理1 设M 为n 维完备非紧黎曼流形,r>0充分大,设以某定点为球心,r为半径的测地球Br 的

体积满足

μ(Br)≤Cr
2σ

σ-1ln
1

σ-1r (2)
其中C 是常数,则(1)式在p=2时没有非平凡非负解.

文献[5]中构造了例子说明(2)式中的常数 2σ
σ-1

, 1
σ-1

是最优的.受文献[6-7]中的启发,文献[8]中

证明(2)式用了更弱的条件liminf
t↘0

t
σ

σ-1∫
∞

1

μ(Br)

r
3σ-1
σ-1+t

dr< ∞ 来替代,此时定理1仍然成立.

本文将考虑微分不等式(1),其中1<p≤2,σ>p-1,为此我们用Wp
loc(M)表示满足f∈Lp

loc(M)

以及弱梯度 ▽f∈Lp
loc(M)的函数f 组成的空间,我们用Wp

c(M)表示Wp
loc(M)的带紧致支撑的函数组成

的子空间,容易看出p-Laplace算子在 ▽f=0的点退化,受文献[9-10]中方法的启发,我们考虑如下的
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不等式

div(Ap-2▽u)+uσ ≤0 (3)

其中ε>0,A= |▽u|2+ε.容易看出(3)式的左边是严格椭圆的.
定义1 对任意的ε>0,M 上的非负函数u称为(1)式的弱解,如果u∈Wp

loc(M),且对任意的非负

函数ψ ∈Wp
c(M),如下不等式成立

-∫M
Ap-2▽u·▽ψdμ+∫M

uσψdμ≤0 (4)

  定义2 我们称(1)式在弱意义下没有非平凡非负正解,是指对任意的ε>0,(3)式没有非平凡非负

弱解.
下面叙述这篇文章的主要结果.
定理2 设(M,g)为n 维完备无边非紧黎曼流形,假设

liminf
t↘0

t
σ

σ-p+1∫
∞

1

μ(Br)

r
σ(p+1)-(p-1)

σ-p+1 +t
dr< ∞ (5)

则当1<p≤2,σ>p-1时,(1)式在弱意义下没有非平凡非负正解.
为方便,本文中C 表示仅仅依赖于p,σ 的正常数,前后不一定相等.

1 先验估计

引理1 (3)式的任意弱解u 为正,且满足u-1 ∈L∞
loc(M).

证  由(3)式知div(Ap-2▽u)≤0,此时应用关于弱上解的强极小值原理(参见文献[11]中定理

8.19),经过和文献[5]中类似的讨论,得到引理1.证毕.
令K ⊂M 是某个固定的非空紧集,φ 是M 上带紧致支撑的Lipschitz函数满足:0≤φ≤1,且在K 的

某个邻域内φ=1,特别的,φ ∈Wp
c(M).假设s,t满足

0<t<minp-1,
σ-(p-1)

p{ } (6)

s>
pσ

σ-(p-1)(t+1)
(7)

这一节的主要结果是如下的先验估计.
引理2 设1<p≤2,σ>p-1,且u 是(1)式在弱意义下的非负解,则u 满足

∫M
uσφsdμ( )

1-
(p-1)(t+1)

pσ

≤C t
-1+

σ(1-p)
σ-p+1∫M

▽φ
p(σ-t)
σ-p+1dμ[ ]

p-1
p

×

∫M\K
▽φ

p(σ-t)
σ-p+1∫M

▽φ
pσ

σ-(p-1)(t+1)dμ[ ]
σ-(p-1)(t+1)

pσ

(8)

  证  令ψ=φsu-t,则 ▽ψ=-tu-t-1φs▽u+su-tφs-1▽φ.因此 ▽ψ∈Lp(M),即ψ∈Wp
c(M).对

给定的ε>0,由(1)有

t∫M
Ap-2u-t-1φs|▽u|2dμ+∫M

uσψdμ≤s∫M
Ap-2u-t▽u·▽φdμ (9)

容易验证

xy≤δxz +(z-1)δ-
1

z-1z-
1

z-1y
z

z-1 (10)
对x,y,δ>0,z>1成立.取

z=
p

p-1
   δ=

p-1
p

有
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xy≤ 1-
1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷x

p
p-1+

1
pyp

从而

s∫M
Ap-2u-tφs-1▽u·▽φdμ≤

∫M
(Ap-2t

p-1
p

|▽u|u
-
(p-1)(t+1)

p φ
p-1
ps)·(t-

p-1
psu

-t+
(p-1)(t+1)

p φ
s
p-1

▽φ )dμ≤

p-1
p∫M

(Ap-2t
p-1
p

|▽u|u
-
(p-1)(t+1)

p φ
p-1
ps)

p
p-1dμ+

1
p∫M

(t-
p-1
psu

-t+
(p-1)(t+1)

p φ
s
p-1

▽φ )pdμ=

p-1
p

t∫M
A

p(p-2)
p-1 |▽u|

p
p-1u-t-1φsdμ+

1
p
t-(p-1)sp∫M

u-t+(p-1)φs-p ▽φ pdμ

注意到A
p(p-2)
p-1 |▽u|

p
p-1 ≤Ap-2|▽u|2 对1<p≤2成立,于是

s∫M
Ap-2u-tφs-1▽u·▽φdμ≤

p-1
p

t∫M
Ap-2|▽u|2u-t-1φsdμ+

1
p
t-(p-1)sp∫M

u-t+(p-1)φs-p ▽φ pdμ (11)

将此式代入(9)式得

t
p∫M

Ap-2u-t-1φs|▽u|2dμ+∫M
uσ-tφsdμ≤

1
p
t-(p-1)sp∫M

u-t+(p-1)φs-p ▽φ pdμ (12)

再将(10)式中取δ=1-
σ-p+1

σ-t
,z=

σ-t
-t+p-1

有

xy≤ 1-
σ-p+1

σ-t
æ

è
ç

ö

ø
÷x

σ-p+1
σ-t +

σ-p+1
σ-t y

σ-t
σ-p+1

因此

1
p
t-(p-1)sp∫M

u-t+(p-1)φs-p|∇φ|pdμ=

∫M
(u-t+(p-1)φ

s(-t+p-1)
σ-t )·(p-1t-(p-1)spφ

s-p-
s(-t+p-1)

σ-t |∇φ|p)dμ≤

∫M
(u-t+(p-1)φ

s(-t+p-1)
σ-t )

σ-t
-t+p-1dμ+

σ-p+1
σ-t∫M

(p-1t-(p-1)spφs-p-
s(-t+p-1)

σ-t |∇φ|p)
σ-t

σ-p+1dμ=

1-
σ-p+1

σ-t
æ

è
ç

ö

ø
÷∫M

uσ-tφsdμ+
σ-p+1

σ-t p
t-σ

σ-p+1t
(σ-t)(1-p)
σ-p+1 s

p(σ-t)
σ-p+1∫M

φ
s-

σ-t
σ-p+1|∇φ|

σ-t
σ-p+1dμ

将此式代入(12)得

t
p∫M

Ap-2u-t-1φs|▽u|2dμ+
σ-p+1

σ-t∫M
uσ-tφsdμ≤

Ct
(σ-t)(1-p)
σ-p+1∫M

φ
s-

σ-t
σ-p+1 ▽φ

p(σ-t)
σ-p+1dμ≤Ct

σ(1-p)
σ-p+1∫M

▽φ
p(σ-t)
σ-p+1dμ (13)

这里最后一个不等式归因于s>
σ-t

σ-p+1
,这个不等式可以由(7)式推出.现在我们在(4)式中取ψ=φs 得

-∫M
Ap-2▽u·▽φsdμ+∫M

uσφsdμ≤0

因此

∫M
uσφsdμ≤s∫M

Ap-2φs-1▽u·▽φdμ≤
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s∫M
A

p(p-2)
p-1 |▽u|

p
p-1φsu-t-1dμ]

p-1
p
·∫M

φs-pu(p-1)(t+1) ▽φ pdμ[ ]
1
p

≤

s∫M
Ap-2|▽u|2φsu-t-1dμ[ ]

p-1
p

·∫M
φs-pu(p-1)(t+1) ▽φ pdμ[ ]

1
p

(14)

由(13)式我们有

∫M
Ap-2u-t-1φs ▽φ 2dμ≤Ct

-1+
σ(1-p)
σ-p+1∫M

▽φ
p(σ-t)
σ-p+1dμ

将这个不等式代入(14)式得

∫M
uσφsdμ≤C[t

-1+
σ(1-p)
σ-p+1∫M

▽φ
p(σ-t)
σ-p+1dμ]

p-1
p
·∫M

φs-pu(p-1)(t+1) ▽φ pdμ[ ]
1
p

(15)

对指标对 σ
(p-1)(t+1)

, σ
σ-(p-1)(t+1)

应用Hölder不等式有

∫M
φs-pu(p-1)(t+1)|∇φ|pdμ=∫M\K

φs-pu(p-1)(t+1)|∇φ|pdμ≤

∫M\K
(u(p-1)(t+1)φ

(p-1)(t+1)s
σ )

σ
(p-1)(t+1)dμ[ ]

(p-1)(t+1)
σ

·

∫M\K
(φs-p-

(p-1)(t+1)s
σ |∇φ|p)

σ
σ-(p-1)(t+1)dμ[ ]σ-(p-1)(t+1)

σ =

∫M\K
uσφsdμ[ ]

(p-1)(t+1)
σ

·∫M\K
φ

s-
pσ

σ-(p-1)(t+1)|∇φ|
pσ

σ-(p-1)(t+1)dμ[ ]
σ-(p-1)(t+1)

σ

≤

∫M\K
uσφsdμ[ ]

(p-1)(t+1)
σ

·∫M\K
|∇φ|

pσ
σ-(p-1)(t+1)dμ[ ]

σ-(p-1)(t+1)
σ

这里最后一个不等式归因于(7)式,0≤φ ≤1以及φ 在K 中有紧致支撑.将上式代入(15)式得

∫M
uσφsdμ≤C[t

-1+
σ(1-p)
σ-p+1∫M

▽φ
p(σ-1)

σ-(p-1)(t+1)dμ]
p-1
p
·

∫M\K
uσφsdμ[ ]

(p-1)(t+1)
σ

·∫M\K
▽φ

pσ
σ-(p-1)(t+1)dμ[ ]

σ-(p-1)(t+1)
pσ

(16)

由于A
p(p-2)
p-1 |▽u|

p
p-1 ≤Ap-2|▽u|2,0≤φ ≤1,φ ∈Wp

c(M)我们有

∫M
Ap-2▽u·▽φsdμ ≤∫supp(φ)

Ap-2▽u
p

p-1dμ( )
p-1
p

∫M
▽φs pdμ( ) 1p ≤

∫supp(φ)
|▽u|pdμ( )

p-1
p

∫M
▽φs pdμ( ) 1p ≤C∫supp(φ)

|▽u|pdμ( )
p-1
p

∫M
▽φ pdμ( ) 1p < ∞

这里supp(φ)表示φ 的紧致支撑集.此估计结合

-∫M
Ap-2▽u·▽φsdμ+∫M

uσφsdμ≤0

表明∫M
uσφsdμ 是有界的,于是由(16)式得(8)式.证毕.

2 定理2的证明

假设R >0充分大使得t=
1
lnR

满足(6)式.令
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ξn(x)=

1 0≤r(x)≤2nR

2-
r(x)
2nR

2nR ≤r(x)≤2n+1R

0 r(x)≥2n+1R

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

定义

Jn(a):=∫M
▽ψn

adμ

其中

ψn(x)=φ(x)ξn(x)
且φ 定义如下

φ(x)=
1 r(x)<R
r(x)
R

æ

è
ç

ö

ø
÷

-t

r(x)≥R

ì

î

í

ïï

ïï

下面给出Jn(a)的一个关键估计,这里所用的方法类似于文献[8]中的方法.

引理3 我们假设a∈ 1, 2pσ
σ-(p-1)

é

ë
êê

ù

û
úú 满足

a(t+1)≥t+
pσ

σ-(p-1)
(17)

则

limsup
n→∞

Jn(a)≤CtaM(t) (18)

其中

M(t)=∫
∞

1

μ(Br)

r
σ(p+1)-(p-1)

σ-p+1 +t
dr

  证  类似于文献[5,8],对a≥1,有

Jn(a)≤C∫M
ξa

n ▽φ adμ+∫M
φa

n ▽ξn
adμ[ ] ≤

C∫M\BR
ξa

n ▽φ adμ+∫B2n+1R\B2nR
φa

n ▽ξn
adμ[ ] :=C(I(a)+IIn(a))

由(20)式,类似于[8]中的讨论知

I(a)≤Cta∑
∞

n=1

V(2nR)
(2n-1R)a(t+1)≤

CtaM(t)

并且当n→ ∞ 时,有

IIn(a)≤C V(2n+1R)
(2nR)a(t+1) →0

因此(18)式成立.证毕.
现在我们来证明定理2.

证  取a=
p(σ-t)
σ-p+1

和a=
pσ

σ-(p-1)(t+1)
,易知都有a∈ 1, 2pσ

σ-p+1
é

ë
êê

ù

û
úú 且a满足(17)式,由

引理3知

limsup
n→∞

Jn
p(σ-t)
σ-p+1
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤Ct

p(σ-t)
σ-p+1M(t) (19)

limsup
n→∞

Jn(
pσ

σ-(p-1)(t+1)
)≤Ct

pσ
σ-(p-1)(t+1)M(t) (20)

由(8)式有

5第10期        周俞洁,等:黎曼流形上p-Laplace算子的Liouville定理



∫M
uσψs

ndμ( )
1-
(p-1)(t+1)

pσ

≤C t
-1+

σ(1-p)
σ-p+1Jn

p(σ-t)
σ-p+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

p-1
p

· Jn(
pσ

σ-(p-1)(t+1)
)é

ë
êê

ù

û
úú

σ-(p-1)(t+1)
pσ

令n→ ∞ 并利用(19)式,(20)式得

∫M
uσψsdμ( )

1-
(p-1)(t+1)

pσ

≤CtΘ(M(t))
1-
(p-1)(t+1)

pσ

其中

Θ= -1+
σ(1-p)
σ-p+1

æ

è
ç

ö

ø
÷·p-1

p +
p(σ-t)
σ-p+1

·p-1
p +1=

σp-p+1-p2t+pt
p(σ-p+1)

因此

∫M
uσψsdμ≤C

pσ
pσ-(p-1)(t+1)t

σ(pσ-(p-1)(pt+1))
(σ-p+1)(pσ-(p-1)(t+1))M(t)

由(5)式知对充分小的t>0,C
pσ

pσ-(p-1)(t+1)t
σ

σ-p+1M(t)≤C,注意到

σ(pσ-(p-1)(pt+1))
(σ-p+1)(pσ-(p-1)(t+1))-

σ
σ-p+1=-

σ(p-1)2t
(σ-p+1)(pσ-(p-1)(t+1))

因此

∫M
uσψsdμ≤C

即

∫BR

uσdμ≤C

令R → ∞ 得∫M
uσdμ ≤C.由不等式(8)式知

∫M
uσψs

ndμ≤

C∫M\BR
uσψs

ndμ[ ]
(p-1)(t+1)

pσ · t
-1+

σ(1-p)
σ-p+1Jn

p(σ-t)
σ-p+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

p-1
p

· Jn
pσ

σ-(p-1)(t+1)
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

σ-(p-1)(t+1)
pσ

令n→ ∞ 得

∫M
uσψsdμ≤C∫M\BR

uσψsdμ[ ]
(p-1)(t+1)

pσ

则

∫BR

uσdμ≤C∫M\BR
uσdμ[ ]

(p-1)(t+1)
pσ (21)

由∫M
uσdμ ≤C 知R → ∞ 时,∫M\BR

uσdμ →0.在(21)式中令R → ∞ 得∫M
uσdμ=0.证毕.
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ALiouvilleTheoremofthep-LaplaceOperator
onRiemannianManifolds

ZHOUYu-jie, ZHANGZe-yu, WANGLin-feng
SchoolofScience,NantongUniversity,NantongJiangsu226019,China

Abstract:InthispaperwestudytheLiouvilletheoremofthedifferentialinequalityΔpu+uσ ≤0oncom-

pletenoncompactRiemannianmanifolds,where1<p≤2,σ>p-1.Weprovethattheaboveinequality

doesnotexistnontrivialnonnegativesolutionsintheweaksenseiftheintegralconditionliminf
t↘0
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