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非负不可约矩阵Perron根的上界①

钟 琴, 周 鑫

四川大学 锦江学院数学教学部,四川 彭山620860

摘要:非负矩阵在数学物理、控制论、电力系统理论等领域有广泛的应用.非负矩阵Perron根的估计是矩阵分析理

论研究中的重要问题.利用 M 矩阵与非负矩阵之间的关系,给出计算非负不可约矩阵Perron根上界的一种新算

法,数值例子表明该算法具有可行性.
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非负矩阵Perron根的理论在很多领域有重要应用.在实际中,常常需要估计非负矩阵的最大特征值,
对于非负矩阵最大特征值上界的估计,文献[1-7]进行了广泛的研究.

为方便叙述,先给出一些记号.设n 阶矩阵B≥0,ρ(B)表示非负矩阵B 的谱半径,对i=1,2,…,n,
ri(B)表示矩阵B 的第i行行和,R(B)和r(B)分别表示矩阵B 的最大行和与最小行和,C(B)和c(B)分
别表示矩阵B 的最大列和与最小列和.

设n 阶矩阵B≥0,如果存在一个置换矩阵P∈Rn×n 使得PBPT=
C D
O E
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,其中C 和E 分别是k,l

阶方阵,k≥1和l≥1,则称B 是可约矩阵,否则称B 是不可约矩阵.
Frobenius[1]给出了以下定理:

R(B)≤ρ(B)≤r(B) (1)

  正矩阵是非负矩阵的子类,具有非负矩阵的所有性质.LEDERMANN W[4],OSTROWSKIA[5]和

BRAUERA[6]在(1)式的基础上给出了正矩阵最大特征值的界值定理.
M 矩阵和非负矩阵有着密切的关系.若A ∈Rn×n,且A 可表示为A=kI-B,I为n阶单位矩阵,B

≥0,当k≥ρ(B)时,称A 为M 矩阵.特别地,当k>ρ(B)时,称A 为非奇异M 矩阵;当k=ρ(B)时,
称A 为奇异M 矩阵.文献[7]利用M 矩阵与非负矩阵的关系,改进了非负矩阵Perron根的上下界,得到

了如下的结果:
定理1[7] 设A=kI-B,其中B ≥0,k>ρ(B),则有

k-
1

r(A-1)≤ρ(B)≤k-
1

R(A-1)
(2)

因为

k-
1

R(A-1)≤R(B)

所以
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ρ(B)≤k-
1

R(A-1)≤R(B)

从而可知定理1改进了Frobenius定理.

Crabtree[7]举了一个例子,设B=
5 0 9
3 0 6
5 5 4
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,显然B 是一个非负不可约矩阵,并且R(B)=14>

ρ(B).应用定理1,取k=R(B),得ρ(B)<13.20.但是R(B)是满足定理4条件的最合适的数吗? 换句

话说,能否找到一个数k',满足k'>ρ(B),并运用定理1得到ρ(B)更加精确的上界.本文针对此问题,在

文献[7]的基础上将定理1推广到非负不可约矩阵,得到非负不可约矩阵Perron根更精确的上界.该方法对

所有的非负不可约矩阵均适用,文末附以实例来说明该法的可行性和优越性.

1 非负不可约矩阵Perron根的上界

定理2 设A=kI-B,其中B ≥0且不可约,k>ρ(B),则A-1 >0且A-1 不可约.
证  因A=kI-B,其中B ≥0,k>ρ(B),则有
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因为B 非负不可约,所以Bn >0,根据(3)式可知A-1 >0,并且正矩阵为不可约矩阵.
定理3 设A=kI-B,其中B≥0且不可约,k>ρ(B)且r(B)<R(B),则有r(A-1)<R(A-1).
证  显然r(A-1)≤R(A-1).只需证明r(A-1)≠R(A-1),此处采用反证法.假设r(A-1)=R(A-1),

则

r(A)=
1

r(A-1)=
1

R(A-1)=R(A)

因此有k-R(B)=k-r(B),这与r(B)<R(B)矛盾,所以r(A-1)<R(A-1).
定理4 设A=kI-B,其中B ≥0且不可约,k>ρ(B)且r(B)<R(B),则有

ρ(B)<k-
1

R(A-1)
(4)

  证  根据定理2和定理3知A-1 非负不可约且r(A-1)<R(A-1),因此有

ρ(A-1)<R(A-1) (5)
又因为

1
ρ(A-1)=λmin(A)=k-ρ(B)

根据(5)式可知

k-ρ(B)>
1

R(A-1)

  注1 本文中所有关于行和的定理对于列和也同样成立.

  注2 在定理4中,ρ(B)严格小于k-
1

R(A-1)
,这不同于定理1.考虑矩阵A=kI-B,其中k和ρ(B)

满足定理4的条件,则有ρ(B)<k-
1

R(A-1).设k'=k-
1

R(A-1)>ρ(B),构造矩阵A'=k'I-B,则A'

是一个M 矩阵,再一次运用定理4,考虑到 1
R(A'-1)>0

,得到

ρ(B)<k'-
1

R(A'-1)=k-
1

R(A-1)-
1

R(A'-1)<k-
1

R(A-1)
如果按照此办法继续做下去将得到ρ(B)更加精确的上界.
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例1 设B=
5 0 9
3 0 6
5 5 4
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,r(B)<R(B)=14.

Crabtree[7]已经得到了ρ(B)<13.20,此处运用定理4来改进B 的Perron根的上界.
令k1=13.20,A1=k1I-B,应用定理4得ρ(B)<13.1185.
令k2=13.1185,A2=k2I-B,再次应用定理4得ρ(B)<13.1096.
应用同样的方法,令k3=13.1096,A3=k3I-B,有ρ(B)<13.1086,实际上ρ(B)≅13.1085.
注3 从上面的例子可以看出,对于非负不可约矩阵B,满足r(B)<R(B),令k1=R(B),A1=

k1I-B,可 以 形 成 一 个 序 列 An{ },n= 1,2,…,其 中 An = knI-B,kn = kn-1 -
1

R A-1
n-1( )

,当

1
rA-1

n( )
-

1
R A-1

n( )
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÷ <ε时停止迭代,此处ε是一个给定的充分小的正数.

例2 设B=
1 1 2
2 3 3
4 1 1
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,r(B)<R(B)=8,ρ(B)≅5.7417.

对于正矩阵B 的Perron根的上界,有表1的比较结果.
表1 正矩阵B 的Perron根的上界比较结果

文献来源 行 列

文献[1] ρ(B)<8 ρ(B)<7

文献[4] ρ(B)<7.8661 ρ(B)<6.9259

文献[5] ρ(B)<7.6547 ρ(B)<6.8165

文献[6] ρ(B)<7.4642 ρ(B)<6.7016

定理4 ρ(B)<6.3261(k=R(B)=8) ρ(B)<5.9524(k=C(B)=7)

ρ(B)<5.9275(k=6.3261) ρ(B)<5.7828(k=5.9524)

2 算法和数值例子

下面给出一个改进非负不可约矩阵Perron根上界的算法.对于非负不可约矩阵B,有r(B)≤ρ(B)≤
R(B),如果r(B)=R(B),则有ρ(B)=r(B)=R(B),所以此处假设r(B)<R(B).

算法:
第一步:输入非负不可约矩阵B 和一个充分小的正数ε,令n=0.
第二步:令k0=R(B),A0=k0I-B.

第三步:如果 1
rA-1

n( )
-

1
R A-1

n( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ε,计算kn+1=kn -

1
R A-1

n( )
和An+1=kn+1I-B,令n=n+1,

转到第三步.

第四步:计算kn -
1

R A-1
n( )
,停止.

例3 设

B=

4 4 4 1 5 0
2 5 7 8 1 3
8 3 7 6 2 4
1 1 0 2 3 6
2 6 7 0 3 4
7 2 8 4 5 5
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,r(B)<R(B)

表2给出了非负不可约矩阵B 的Perron根的迭代次数和上界.
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表2 非负不可约矩阵B 的Perron根的迭代次数和上界比较

迭代次数 ε 上界

3 0.1 23.69444341925760
5 0.01 23.67698946168254
6 0.001 23.67617739154714
8 0.0001 23.67593534575637
10 0.00001 23.67592136685262
11 0.000001 23.67592071594482
13 0.0000001 23.67592052192616

  实际上ρ(B)≅23.67592051003404.从上面的数值例子中可以看出应用该算法可以方便的得到精

度比较高的Perron根的上界.

3 结束语

利用非负不可约矩阵与M 矩阵的关系,有效地改进了非负不可约矩阵Perron根的上界.在此基础上,
给出计算非负不可约矩阵Perron根上界的一个算法,以上的数值例子表明利用该算法可以方便的得到精度

比较高的Perron根的上界.
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UpperBoundforthePerronRootofaNonnegativeIrreducibleMatrix

ZHONG Qin, ZHOU Xin
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Abstract:Nonnegativematrixisappliedwidelyinmathematicalphysics,cybernetics,electricsystemtheo-
ryandotherfields.TheestimationofthePerronrootofanonnegativematrixisanimportantproblemin
thematrixanalysistheories.BasedontherelationshipbetweentheM-matrixandthenonnegativematrix,

thispaperproposesanewalgorithmfortheestimationoftheupperboundofthePerronrootofnonnega-
tiveirreduciblematricessoastoimprovetheknowncorrespondingresults.Numericalexamplesshowthat
thealgorithmiseffective.
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