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变量核齐次分数次积分在 Morrey空间上的估计①
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摘要:利用空间分解技术和核函数估计,在核函数满足一定的Ls-Dini条件下,得到了变量核齐次分数次积分TΩ,α

是从 Morrey空间L
λ
α

,λ(Rn)到BMO(Rn)上的有界算子,同时从Lp,λ(Rn)到Campanato空间fl,n α
n-λ

np( )
(Rn)也是

有界的.
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设函数Ω(x,z):Rn ×Rn →R,满足对任意的x,z∈Rn 和λ>0有

Ω(x,λz)=Ω(x,z) (1)

对任意的x ∈Rn 有

∫Sn-1
Ω(x,z')dσ(z')=0 (2)

‖Ω‖L∞(Rn)×Lr(Sn-1)=sup
x∈Rn∫Sn-1

|Ω(x,z')|rdσ(z')( )
1
r

< ∞ (3)

其中,Sn-1={x ∈Rn:|x|=1},r≥1,dσ 表示其上的Lebesgue测度.
设0<α<n,f∈Lloc(Rn),变量核齐次分数次积分算子定义为

TΩ,αf(x)=∫Rn

Ω(x,x-y)
|x-y|n-αf(y)dy

  变量核的奇异积分算子在研究具有不连续系数的椭圆方程时发挥着重要作用[1-2],它的研究一直得到

人们的广泛关注[3-9].当Ω(x,z)=1时,文献[8]证明了T1,α 是从Morrey空间L
λ
α,λ(Rn)到BMO(Rn)上

的有界算子.当Ω(x,z)=Ω(x)并满足一定的正则性条件时,TΩ,α 的有界性的研究结果可参见文献[10-
11].受文献[1-11]研究的启发,本文主要研究变量核齐次分数次积分算子TΩ,α 在 Morrey空间上的有界

性质.为此,首先回忆有关定义和记号:

设s≥1,如果

∫
1

0

ωs(δ)
δ dδ< ∞ (4)

则称Ω(x,z)满足一类Ls-Dini条件,其中,
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ωs(δ)= sup
x∈Rn,‖ρ‖≤δ∫Sn-1

|Ω(x,ρz')-Ω(x,z')|sdσ(z')( )
1
s

(5)

ρ 是Rn 中的一个旋转,

‖ρ‖=‖ρ-I‖
用Q=Q(x0,d)表示Rn 中以x0 为中心,边长为d 的方体.设

1≤l≤ ∞   -
n
l ≤λ≤1

记

‖f‖fl,λ =sup
Q

1

|Q|
λ
n

1
|Q|∫Q

|f(x)-fQ|ldxæ

è
ç

ö

ø
÷

1
l

其中

fQ =
1

|Q|∫Q
f(y)dy

Campanato空间fl,λ(Rn)定义为

fl,λ(Rn)={f∈Ll
loc(Rn):‖f‖fl,λ < ∞}

对于1≤p≤ ∞,0<λ≤n,Morrey空间定义为

Lp,λ(Rn)={f∈Lp
loc:‖f‖Lp,λ = sup

x∈Rn,d>0
dλ-n∫Q

|f(y)|pdy[ ]
1
p

< ∞}

设f 为一局部可积函数,对任意球B ⊂Rn,记

fB =
1

|B|∫B
f(x)dx

BMO空间定义为

BMO(Rn)={f∈L1
locRn:‖f‖BMO=sup

B

1
|B|∫B

|f(x)-fB|dx< ∞}

本文的主要结果如下:

定理1 设0<α,λ<n,如果Ω 满足(1)-(3)式及对某个s>1满足Ls-Dini条件,那么存在一个

常数C >0,使得

‖TΩ,αf‖BMO ≤C‖f‖L
λ
α
,λ

  定理2 设0<α<1,0<λ<n,αλ <p< ∞,Ω 满足(1)-(3)式.如果对某个β>α-
λ
p
,当

s>
λ

λ-α
时,Ω 的r阶连续模ωr(δ)满足

∫
1

0

ωr(δ)
δ1+β

dδ< ∞

那么存在一个常数C >0,使得对于1≤l≤
λ

λ-α
时,

‖TΩ,αf‖
fl,n α

n-λ
np( )

≤C‖f‖Lp,λ

成立.
全文中,用C 表示不依赖于主要参数的绝对正常数,在不同行甚至在同一行中可以不同.

2 定理的证明

为证明定理,需要下面的引理.
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引理1 设0<α<n,s>1,Ω 满足(1)-(3)式及Ls-Dini条件.则存在一个常数0<a0<
1
2
,使

得当|x|<a0R 时,

∫R<|y|<2R
|
Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,y)
|y|n-α |sdy

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

≤CRn/s-n+α |x|
R +∫|x|/2R<δ<|x|/R

ωs(δ)
δ dδ{ }

成立.
证  容易得到

∫R<|y|<2R

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,y)
|y|n-α

s

dy
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

≤C∫R<|y|<2R
|Ω(x,y)|s |x|s

|y|(n-α+1)sdy
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

+

C∫R<|y|<2R

Ω(x,x-y)-Ω(x,y)
|y|n-α

s

dy
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

=

C1+C2

C1 ≤C∫
2R

R∫Sn-1
|Ω(x,ry')|srn-1 |x|s

r(n-α+1)sdσ(y')dr
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

=

CR
n
s-n+α|x|

R ‖Ω‖L∞(Rn)×Ls(Sn-1)

C2 ≤C∫
2R

R
r-s(n-α)+n-1∫Sn-1

|Ω(rα,rα-ry')-Ω(rα,ry')|sdσ(y')( )dr( )
1
s

≤

CR
(-s(n-α)+n)

1
s∫

2R

R∫Sn-1
|Ωα, α-y'

|α-y'|
æ

è
ç

ö

ø
÷-Ω(α,y')|sdσ(y')

æ

è
ç

ö

ø
÷
dr
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

≤

CR
n
s-n+α∫|x|/2R≤δ<|x|/R

ωs(δ)
dδ
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

引理证毕.
定理1的证明  设Q(x0,d)为以Rn 中的x0 为中心,边长为d 的方体,并记

B={y∈Rn:|y-x0|<d}

TΩ,αf(x)=∫B

Ω(x,x-y)
|x-y|n-αf(y)dy+∫Rn\B

Ω(x,x-y)
|x-y|n-αf(y)dy=T1f(x)+T2f(x)

1
|Q|∫Q

|T1f(x)-(T1f)Q|dx≤
2

|Q|∫B
|f(y)|∫|x-y|<2d

|Ω(x,x-y)|
|x-y|n-α dxdy (6)

因此,

∫|x-y|<2d

|Ω(x,x-y)|
|x-y|n-α dx≤C|Q|

α
n‖Ω‖L∞(Rn)×Lr(Sn-1) (7)

另一方面,记p=
λ
α
,相应的p'=

λ
λ-α

,利用Hölder不等式,有

∫B
|f(y)|dy≤∫B

|f(y)|pdy( )
1
p

∫B
1p'dy( )

1
p'

≤|B|
1-

α
n‖f‖Lp,λ (8)

综合(7)式和(8)式,我们得到

1
|Q|∫Q

|T1f(x)-(T1f)Q|dx≤C‖f‖Lp,λ (9)

下面估计T2f(x):

1
|Q|∫Q

|T2f(x)-(T2f)Q|dx≤

3第12期       陶双平,等:变量核齐次分数次积分在 Morrey空间上的估计



1
|Q|∫Q

1
|Q|∫Q ∑

∞

j=0∫2jd≤|y-x0|<2j+1d
|f(y)|

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α dy{ }dzdx (10)

利用Hölder不等式,有

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d
|f(y)|

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α dy≤

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d
|f(y)|s'dy( )

1
s'

×

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α

s

dy
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

(11)

由于

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α ≤

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,y-x0)
|y-x0|n-α +

Ω(x,y-x0)
|y-x0|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α

我们有

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α

s

dy
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

≤

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,y-x0)
|y-x0|n-α

s

dy
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

+

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d

Ω(x,y-x0)
|y-x0|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α

s

dy
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

=E1+E2 (12)

对于E1,记R=2jd,注意到x ∈Q 时,有

|x-x0|<
1
2j+1R

因此由引理1,有

E1 ≤C(2jd)n/s-n+α 1
2j+1+∫|x-x0|/2j+1d<δ<|x-x0|/2jd

ωs(δ)
δ dδ{ } (13)

E2 ≤C(2jd)n/s-n+α 1
2j+1+∫|z-x0|/2j+1d<δ<|z-x0|/2jd

ωs(δ)
δ dδ{ } (14)

由于

p=
λ
α   n

/s-n+α< -n
s'(p/s')'

所以

(2jd)n/s-n+α ≤C|2j+1 nQ|
-n

s'(p/s')'

因此,由(12),(13),(14)式,得

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α

s

dy
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

≤

C|2j+1 nQ|
-n

s'(p/s')' 1
2j +∫|x-x0|/2j+1d<δ<|x-x0|/2jd

ωs(δ)
δ dδ+∫|z-x0|/2j+1d<δ<|z-x0|/2jd

ωs(δ)
δ dδ{ } (15)

最后我们估计(11)式中的另一部分,由于

p'<s' p
s'
æ

è
ç

ö

ø
÷'
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s' p
s'
æ

è
ç

ö

ø
÷'<

1
1
p

λ
n -1

æ

è
ç

ö

ø
÷+

1
(p/s')'s'

利用Hölder不等式,有

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d
|f(y)|s'dy( )

1
s'

≤

C∫2jd≤|y-x0|<2j+1d
|f(y)|pdy( )

1
p

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d
1

1
1
p

λ
n-1( ) + 1

(p/s')'s'dy( )
1
p

λ
n-1( ) +

1
(p/s')'s'

≤

C|B1|
1
p

λ
n-1( ) +

1
(p/s')'s'|B1|

1
p 1-

λ
n( ) (2j+1d)λ-n∫|y-x0|<2j+1d

|f(y)|pdy( )
1
p

≤

C|B1|
1

(p/s')'s'‖f‖Lp,λ

因此,

1
|Q|∫Q

|T2f(x)-(T2f)Q|dx≤C‖f‖Lp,λ (16)

我们综合(9)式和(16)式可以得到

‖TΩ,αf‖BMO=sup
Q

1
|Q|∫Q

|TΩ,αf(y)-(TΩ,αf)Q|dy≤C‖f‖Lp,λ

定理1证毕.
定理2的证明  记T1f(x)与T2f(x)同定理1的证明,我们首先估计T1f(x):

1

|Q|
α
n-

1
p

λ
n

(1
|Q|∫Q

|T1f(x)-(T1f)Q|mdx)
1
m ≤

2

|Q|
α
n-

1
p

λ
n

1

|Q|
1
m∫B

|f(y)|∫|y-x|<2d

|Ω(x,x-y)|
|x-y|n-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

dxæ

è
ç

ö

ø
÷

1
m

dy (17)

因此

∫|x-y|<2d

|Ω(x,x-y)|
|x-y|n-α

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

dxæ

è
ç

ö

ø
÷

1
m

≤C|Q|
1
m-1+

α
n‖Ω‖L∞(Rn)×Ls(Sn-1) (18)

另一方面,利用Hölder不等式,容易得到

∫B
|f(y)|dy≤|B|

1-
α
n 1-

1
p'( ) ‖f‖Lp,λ (19)

综合(18)式和(19)式,我们得到

1

|Q|
α
n-

1
p

λ
n

1
|Q|∫Q

|T1f(x)-(T1f)Q|mdxæ

è
ç

ö

ø
÷

1
m

≤C‖f‖Lp,λ (20)

下面估计T2f(x):

1

|Q|
α
n-

1
p

λ
n

1
|Q|∫Q

|T2f(x)-(T2f)Q|mdxæ

è
ç

ö

ø
÷

1
m

≤

1

|Q|
α
n-

1
p

λ
n

1
|Q|∫Q

|
1

|Q|∫Q ∑
∞

j=0∫2jd≤|y-x0|<2j+1d
f(y)×

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α

é

ë
êê

ù

û
úúdy{ }dz|mdxæ

è
ç

ö

ø
÷

1
m

(21)

注意到s>
λ

λ-α
,所以有s'<

λ
α <p.记E1 和E2 同定理1的证明,利用Hölder不等式和定理1的证明
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中关于E1+E2 的估计式,我们有

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d
|f(y)|

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α dy≤

∫2jd≤|y-x0|<2j+1d
|f(y)|s'dy( )

1
s'

(E1+E2)≤

(2j+1d)
1
p
(n-λ) (2j+1d)λ-n∫|y-x0|<2j+1d

|f(y)|pdy[ ]
1
p

×

∫|y-x0|<2j+1d
1dy( )

1
s'(p/s')'

(E1+E2)≤

C|Q|
α
n-

1
p2

jn α
n-

1
p

λ
n( )

|Q|
1
p 1-

λ
n( ) ‖f‖Lp,λ ×

1
2j +∫|x-x0|/2j+1d<δ<|x-x0|/2jd

ωs(δ)
δ dδ+∫|z-x0|/2j+1d<δ<|z-x0|/2jd

ωs(δ)
δ dδ{ } (22)

其中,

B1={y∈Rn:|y-x0|<2j+1d}

n
s'(p/s')'=n1-

1
s -

1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷=n-

n
s -

n
p

因此,

2
jn α

n-
1
p

λ
n( )∫|x-x0|/2j+1d<δ<|x-x0|/2jd

ωs(δ)
δ dδ≤2

[jn α
n-

1
p

λ
n( ) -jβ]∫0

1ωs(δ)

δ1+β
dδ<C

我们综合以上几部分,得

∑
∞

j=0∫2jd≤|y-x0|<2j+1d
f(y)

Ω(x,x-y)
|x-y|n-α -

Ω(x,z-y)
|z-y|n-α dy≤

C‖f‖Lp,λ|Q|
α
n 1-

λ
n( ) (23)

由(21)式和(23)式得

1

|Q|
α
n-

1
p

λ
n

1
|Q|∫Q

|T2f(x)-(T2f)Q|mdxæ

è
ç

ö

ø
÷

1
m

≤C‖f‖Lp,λ (24)

最后,综合(20)式和(24)式,得

‖TΩ,αf‖
fl,n α

n-1p
λ
n( )
≤C‖f‖Lp,λ

从而完成了定理2的证明.
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EstimateofHomogeneousFractionalIntegral
OperatorwithaVariableKernelontheMorreySpaces

TAOShuang-ping, LIUYu-qi
CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China

Abstract:Usingpartialdecompositiontechniqueandkernelfunctionestimation,undersomeLs-Dinicondi-
tionsofthekernelfunctions,weobtainthatthehomogeneousfractionalintegraloperatorwiththevariable

kernelTΩ,αisboundedfromtheMorreyspacesL
λ
α,λ(Rn)toBMO(Rn),andalsofromLp,λ(Rn)toaclass

oftheCampanatospacesfl,n α
n-

λ
np( )
(Rn).

Keywords:variablekernel;homogeneousfractionalintegraloperator;Morreyspace;Campanatospace
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