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满足某些恒等式的半环上的格林关系①
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摘要:研究了乘法导出半群是完全正则半群,加法导出半群是幂等元半群的半环上的格林关系,分别给出了L
·
∨D

+,

L
·
∨L

+,L
·
∨R

+
和L

+
∨D

·
是同余关系的充分必要条件,证明了由上述同余关系所决定的半环类都是簇,并给出了上述

簇的 Mal􀆳cev积分解.
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设(S,+,·)是(2,2) 型代数,其中“+”和“·”是S 上的二元运算.若S 满足:

􀃠 (S,+)和(S,·)都是半群;

􀃡 (S,+,·)满足等式x(y+z)≈xy+xz和(x+y)z≈xz+yz,
则称(S,+,·)是半环.因此,半环可以看作是满足分配律的同一集合上的两个半群.半群的格林关系在其

理论的发展中有着非常重要的作用,而半环的乘法导出半群和加法导出半群都有各自的格林关系,因此,
对半环的乘法导出半群、加法导出半群以及整个半环上的格林关系的研究是很有意义的.文献[1-3]对幂

等元半环上的格林关系进行了的研究,并借助幂等元半环的格林关系研究了这类半环簇的L 子簇和D 子

簇,得到了许多重要的结论.
设S 是满足下列附加恒等式的半环:

xn ≈x (1)

x+x≈x (2)
(x+y)n-1 ≈xn-1+yn-1 (3)

则对任意的a∈S,都有

aan-2a=a
且

aan-2=an-1=an-2a
因此,半环S 的乘法导出半群(S,·)是完全正则半群.显然,满足(1),(2),(3)这三个附加恒等式的所有

半环作成一个簇,记为V.用符号L
+,R

+
和D

+
分别表示半环S 的加法导出半群(S,+)上的格林L,R和D关

系,用符号L
·
,R
·

和D
·

分别表示半环S 的乘法导出半群(S,·)上的格林L,R和D关系.

设S∈V.由文献[4]可知,S的加法导出半群(S,+)和乘法导出半群(S,·)上的L
+
和L

·
分别定义为:
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aL
+
b⇔a+b=a   b+a=b   ∀a,b∈S

aL
·
b⇔a=abn-1   b=ban-1   ∀a,b∈S

由文献[4]可知,完全正则半群的每个H 类都是群,Ha 表示a所在的H 类,a0 表示群Ha 的单位元.并
且每一个完全正则半群S 都是完全单半群的半格S=(Y,Sα),这里Y 与S/J同构,Sα 是S 的J 类.且有

引理1 设S=(Y,Sα)是完全正则半群,a∈Sα,b∈Sβ,其中α≤β,则有:

􀃠a0=(aba)0;

􀃡aLba,aRab;

􀃢a=a(ba)0=(ab)0a.
引理2 设S=(Y,Sα)是完全正则半群,则D=J是S 上的同余关系.

因此,对任意的S∈V,D
·

是(S,·)上的同余关系,D
+

是(S,+)上的同余关系.并且很容易验证,D
·

也

是(S,+,·)上的半环同余关系.
本文主要对簇V 中半环上的格林关系进行研究,刻画下列各种关系,并证明由这些关系所决定的半环

簇都是V 的子簇,最后得到这些子簇之间的 Mal􀆳cev积:

{S∈V:L
·
∨D

+
=Δ},{S∈V:L

·
∨D

+
=∇},{S∈V:L

·
∨D

+
∈Con(S)}

{S∈V:L
·
∨L

+
=Δ},{S∈V:L

·
∨L

+
=∇},{S∈V:L

·
∨L

+
∈Con(S)}

{S∈V:L
·
∨R

+
=Δ},{S∈V:L

·
∨R

+
=∇},{S∈V:L

·
∨R

+
∈Con(S)}

{S∈V:L
+
∨D

·
=Δ},{S∈V:L

+
∨D

·
=∇},{S∈V:L

+
∨D

·
∈Con(S)}

这里Δ 和 ∇ 分别表示(S,+,·)上的恒等同余和泛同余.
引理3 对任意的S∈V,下列等式成立:

L
·
∨D

+
=D

+
L
·
D
+ (4)

L
·
∨L

+
=L

+
L
·
L
+ (5)

L
·
∨R

+
=R

+
L
·
R
+ (6)

L
+
∨D

·
=L

+
D
·
L
+ (7)

  证 设S∈V.则由文献[5]的命题1.5.11,易知等式(4)-(7)中每个等式的右侧包含在等式的左侧

中.因此,我们只需证明反包含关系.下面我们只证明等式(4),其它等式可类似地证明.

要证L
·
∨D

+
⊆D

+
L
·
D
+,我们需要证L

·
D
+
L
·
⊆D

+
L
·
D
+
.假设对任意a,b∈S,aL

·
D
+
L
·
b.则存在u,v∈S,使得

aL
·
uD

+
vL
·
b.因为D

+
是S 上的同余且aL

·
uD

+
v,于是有

a=aun-1un-1D
+
avn-1un-1

又因为uD
+
vL
·
b,故有

b=bvn-1D
+
bun-1

进一步,由L
·

是(S,·)上的右同余,aL
·
u 和bL

·
v,我们有

avn-1un-1L
·
uvn-1un-1

bun-1L
·
vun-1

因此,

aD
+
avn-1un-1L

·
uvn-1un-1L

·
vun-1L

·
bun-1D

+
b

这就证明了L
·
∨D

+
⊆D

+
L
·
D
+
.

引理4 设S∈V,则对任意的a,b∈S,我们有
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􀃠a(L
·
∨D

+)b当且仅当D
+

abn-1 =D
+
a 和D

+

ban-1 =D
+
b;

􀃡a(L
·
∨L

+)b当且仅当L
+

abn-1 =L
+
a 和L

+

ban-1 =L
+
b;

􀃢a(L
·
∨R

+)b当且仅当R
+

abn-1 =R
+
a 和R

+

ban-1 =R
+
b;

􀃣a(L
+
∨D

·
)b当且仅当L

+

abn-1an-1 =L
+
a 和L

+

ban-1bn-1 =D
+
a.

证  设S∈V.我们只证明 􀃠,其它情况类似地可证.

若a,b∈S使得a(L
·
∨D

+)b,则由等式(4)可知,存在u,v∈S使得aD
+
uL
·
vD

+
b.因为D

+
是(S,·)上的

同余且aD
+
u,于是有

abn-1D
+
ubn-1

又由uL
·
vD

+
b,可得

u=uvn-1D
+
ubn-1

因此

aD
+
u=uvn-1D

+
abn-1

这就证明了

D
+

abn-1 =D
+
a

我们可类似地证明

D
+

ban-1 =D
+
b

  反过来,如果对任意的a,b∈S,都有

D
+

abn-1 =D
+
a   D

+

ban-1 =D
+
b

则有

aD
+
abn-1D

+
abn-1an-1L

·
ban-1bn-1D

+
ban-1D

+
b

因此,由(4)式可得a(L
·
∨D

+)b.
由引理3和引理4,我们可得下面的结论:
定理1 设S∈V,则有

􀃠S 满足L
·
∨D

+
=∇ 当且仅当对任意的a,b∈S,D

+

abn-1 =D
+
a,即S 满足下列等式:

x+xyn-1+x≈x
xyn-1+x+xyn-1 ≈xyn-1

  􀃡S 满足L
·
∨L

+
=∇ 当且仅当对任意的a,b∈S,L

+

abn-1 =L
+
a,即S 满足下列等式:

x+xyn-1 ≈x
xyn-1+x≈xyn-1

  􀃢S 满足L
·
∨R

+
=∇ 当且仅当对任意的a,b∈S,R

+

abn-1 =R
+
a,即S 满足下列等式:

x+xyn-1 ≈xyn-1

xyn-1+x≈x

  􀃣S 满足L
+
∨D

·
=∇ 当且仅当对任意的a,b∈S,L

+

abn-1an-1 =L
+
a,即S 满足下列等式:

x+xyn-1xn-1 ≈x
xyn-1xn-1+x≈xyn-1xn-1

由定理1可知,下列半环类的集合都构成簇V 的子簇:

{S∈V:L
·
∨D

+
=∇}

{S∈V:L
·
∨L

+
=∇}
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{S∈V:L
·
∨R

+
=∇}

{S∈V:L
+
∨D

·
=∇}

  我们分别用L􀮨d1
,L􀮨l1

,L􀮨r1
和L􀮨*d1 来表示上述子簇.另一方面,我们用下列符号表示上面四个子簇的对

偶子簇:

L􀮨d0 ={S∈V:L
·
∨D

+
=Δ}

L􀮨l0 ={S∈V:L
·
∨L

+
=Δ}

L􀮨r0 ={S∈V:L
·
∨R

+
=Δ}

L􀮨*d0 ={S∈V:L
+
∨D

·
=Δ}

  定理2 设S∈V,则

􀃠S满足L
·
∨D

+
=Δ当且仅当半环S的乘法导出半群(S,·)是右正则纯正群并,S的加法导出半群

(S,+)是半格,即S 满足下列等式:

x+y≈y+x (8)

xy≈yn-1xy (9)

  􀃡S满足L
·
∨L

+
=Δ当且仅当半环S的乘法导出半群(S,·)是右正则纯正群并,S的加法导出半群

(S,+)是右正则带,即S 满足等式(9)和下列等式:

y+x≈x+y+x (10)

  􀃢S满足L
·
∨R

+
=Δ当且仅当半环S的乘法导出半群(S,·)是右正则纯正群并,S的加法导出半群

(S,+)是左正则带,即S 满足等式(9)和下列等式:

x+y≈x+y+x

  􀃣S 满足L
+
∨D

·
=Δ 当且仅当半环S 的乘法导出半群(S,·)是半格,S 的加法导出半群(S,+)是右

正则带,即S 满足等式(10)和下列等式:

xy≈yx

我们用L􀮨d,L􀮨l,L􀮨r 和L􀮨*d 分别表示下列四个半环类的集合:

L􀮨d ={S∈V:L
·
∨D

+
∈Con(S)}

L􀮨l={S∈V:L
·
∨L

+
∈Con(S)}

L􀮨r ={S∈V:L
·
∨R

+
∈Con(S)}

L􀮨*d ={S∈V:L
+
∨D

·
∈Con(S)}

下面我们将证明L􀮨d,L􀮨l,L􀮨r 和L􀮨*d 是半环簇V 的子簇.我们首先证明下面的定理:

定理3 􀃠L􀮨d =L􀮨d1􀳱L
􀮨

d0

􀃡L􀮨l=L􀮨l1􀳱L
􀮨

l0
;

􀃢L􀮨r =L􀮨r1􀳱L
􀮨

r0
;

􀃣L􀮨*d =L􀮨*d1􀳱L
􀮨*

d0.

证  我们只需证明 􀃠,其它等式类似可证.若S∈L􀮨d,则

ρ=L
·
∨D

+
∈Con(S)

且对任意的u∈S,有ρu ∈L􀮨d1.对任意的a,b∈S,由L
·
⊆ρ 和L

·
ab =L

·

bn-1ab,我们有

ρab =ρbn-1ab

即
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ρaρb =ρbn-1ρaρb

由此可知,S/ρ 满足等式(9).对任意的a,b∈S,由D
+
⊆ρ 和D

+
a+b =D

+
b+a,可得

ρa+b =ρb+a

因此S/ρ 满足等式(8).故由定理2的 􀃠 可知,S∈L􀮨d1􀳱L
􀮨

d0.

反过来,如果S∈L􀮨d1􀳱L
􀮨

d0
,则对任意的u∈S,存在ρ∈Con(S),使得ρu ∈L􀮨d1

和S/ρ∈L􀮨d0.对

任意的u∈S,由于ρu ∈L􀮨d1
,于是有

ρ⊆L
·
∨D

+

因为S/ρ∈L􀮨d0
,则有S/ρ 满足等式(8),(9).从而

L
·
∨D

+
⊆ρ

因此

ρ=L
·
∨D

+

  定理4 L􀮨d 是由下列等式确定的V 的子簇:
(yx+z)+(yx+z)(xn-1yx+z)n-1+(yx+z)≈yx+z (11)

(yx+z)(xn-1yx+z)n-1+(yx+z)+(yx+z)(xn-1yx+z)n-1

≈ (yx+z)(xn-1yx+z)n-1 (12)

zyx+zyx(zxn-1yx)n-1+zyx≈zyx (13)

zyx(zxn-1yx)n-1+zyx+zyx(zxn-1yx)n-1 ≈zyx(zxn-1yx)n-1 (14)

  证  若S∈L􀮨d,则ρ= L
·
∨D

+
∈Con(S),这里对任意的u∈S,ρu ∈L􀮨d1

且S/ρ∈L􀮨d0.因为S/ρ∈

L􀮨d0
,由定理2的 􀃠 可知,对任意的a,b∈S,都有ρba =ρan-1ba.因此,对任意的c∈S,有

ρba+c =ρan-1ba+c

ρcba =ρcan-1ba

由定理1的 􀃠 可得

(ba+c)+(ba+c)(an-1ba+c)n-1+(ba+c)=ba+c
(ba+c)(an-1ba+cn-1)n-1+(ba+c)+(ba+c)(an-1ba+c)n-1=(ba+c)(an-1ba+c)n-1

cba+cba(can-1ba)n-1+cba=cba
cba(can-1ba)n-1+cba+cba(can-1ba)n-1=cba(can-1ba)n-1

因此S 满足等式(11)-(14).

反过来,设S∈V 且S 满足等式(11)-(14).假设对任意的a,b∈S,有a(L
·
∨D

+)b.则存在c,d∈

S 使得aD
+
cL
·
dD

+
b.我们首先证明L

·
∨D

+
是(S,+)上的同余.由等式(11)和(12),对任意的w ∈S,有

(cdn-1+w)D
+(cdn-1+w)(dn-1cdn-1+w)

进一步,因为cL
·
d,于是有

(c+w)D
+(c+w)(dn-1c+w)

类似地可证

(d+w)D
+(d+w)(cn-1d+w)

由于D
+

是S 上的同余,我们有

(a+w)D
+(c+w)D

+(c+w)(dn-1c+w)D
+(c+w)(dn-1c+w)(c+w)n-1L

·

(d+w)(cn-1d+w)D
+(d+w)D

+(b+w)
和
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(w+a)D
+(w+c)D

+(w+c)(w+dn-1c)D
+(w+c)(w+dn-1c)(w+c)n-1L

·

(w+d)(w+cn-1d)D
+(w+d)D

+(w+b)
因此,由(4)式可得:

(a+w)(L
·
∨D

+)(b+w)

(w+a)(L
·
∨D

+)(w+b)

  其次,我们证明L
·
∨D

+
是(S,·)上的同余.事实上,由等式(13)和(14),我们有

wcdn-1D
+
wcdn-1(wdn-1cdn-1)n-1

又因为cL
·
d,我们有

wcD
+
wcwn-1dn-1

通过交换c和d,类似地可得

wdD
+
wdwn-1cn-1

因为D
+

是S 上的同余,我们有

waD
+
wcD

+
wcwn-1dn-1D

+
wcwn-1dn-1wcL

·
wn-1dn-1wcL

·
wdwn-1cn-1D

+
wdD

+
wb

故由(4)式可得

wa(L
·
∨D

+)wb

因而L
·
∨D

+
是(S,·)上的左同余.最后,因为L

·
是(S,·)上的右同余且D

+
是S 上的同余,我们有L

·
∨D

+
是

S 上的同余.
类似的,我们可推导出下列结果.结果的证明省略.

定理5 L􀮨l 是的由下列等式确定的V 的子簇:
(yx+z)+(yx+z)(xn-1yx+z)n-1 ≈yx+z

(yx+z)(xn-1yx+z)n-1+(yx+z)≈ (yx+z)(xn-1yx+z)n-1

(z+yx)(z+xn-1yx)n-1+(z+yx)≈ (z+yx)(z+xn-1yx)n-1

(z+y+x)+(z+y+x)(z+x+y+x)n-1 ≈z+y+x
(z+y+x)(z+x+y+x)n-1+(z+y+x)≈ (z+y+x)(z+x+y+x)n-1

zyx+zyx(zxn-1yx)n-1 ≈zyx
zyx(zxn-1yx)n-1+zyx≈zyx(zxn-1yx)n-1

  定理6 L􀮨r 是的由下列等式确定的V 的子簇:
(z+yx)+(z+yx)(z+xn-1yx)n-1 ≈ (z+yx)(z+xn-1yx)n-1

(z+yx)(z+xn-1yx)n-1+(z+yx)≈ (z+yx)(z+xn-1yx)n-1

(yx+z)+(yx+z)(xn-1yx+z)n-1 ≈ (yx+z)(xn-1yx+z)n-1

(yx+z)(xn-1yx+z)n-1+(yx+z)≈ (yx+z)(xn-1yx+z)n-1

(x+y+z)+(x+y+z)(x+y+x+z)n-1 ≈ (x+y+z)(x+y+x+z)n-1

(x+y+z)(x+y+x+z)n-1+(x+y+z)≈x+y+z
zyx+zyx(zxn-1yx)n-1 ≈zyx(zxn-1yx)n-1

zyx(zxn-1yx)n-1+zyx≈zyx
  定理7 L*

d 是由下列等式确定的V 的子簇:
(yx+z)+(yx+z)(xy+z)n-1(yx+z)n-1 ≈yx+z

(yx+z)(xy+z)n-1(yx+z)n-1+(yx+z)≈ (yx+z)(xy+z)n-1(yx+z)n-1

(z+yx)+(z+yx)(z+xy)n-1(z+yx)n-1 ≈z+yx
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(z+yx)(z+xy)n-1(z+yx)n-1+(z+yx)≈ (z+yx)(z+xy)n-1(z+yx)n-1

(z+y+x)+(z+y+x)(z+x+y+x)n-1(z+y+x)n-1 ≈z+y+x
(z+y+x)(z+x+y+x)n-1(z+y+x)n-1+(z+y+x)

≈ (z+y+x)(z+x+y+x)n-1(z+y+x)n-1
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Green􀆳sRelationsinSemiringsSatisfyingSomeIdentities
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Abstract:Green􀆳srelationsinasemiringwhosemulitiplicativereductisacompletelyregularsemigroup
andwhoseadditivereductisanidempotentsemigrouparestudied.Thesufficientandnecessaryconditions

forL
·
∨D

+,L
·
∨L
+,L

·
∨R
+
andL

+
∨D

·
beingcongruencerelationsaregiven,thattheclassesofsemiringswhich

aredeterminedbytheaboveGreen􀆳srelationsarevarietiesisproved,andtheMal􀆳cevproductsofthea-
bovevarietiesareobtained.
Keywords:variety;semiring;Green􀆳srelation;congruence
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