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图的邻点可区别Ⅴ 全色数的一个上界①
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摘要:用概率方法中的Lovász局部引理证明了当δ≥75 ΔlnΔ 时,图的邻点可区别 Ⅴ 全色数的上界是Δ+

2+ ΔlnΔ.
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图染色是图论的主要研究方向之一,而邻点可区别染色[1]是图染色的主要研究内容之一.用概率方法

来确定图染色中色数的界是一种新颖的方法,1974年Erdös首先引入概率方法证明Ramsey数r(k,k)≥
2k/2.目前用概率方法得到的一些结果可参考文献[2-3].

对于一般图的邻点可区别全色数并不容易确定,后来学者们又提出了弱染色的概念.若一个满足邻点可

区别全染色的图可以出现不正常点染色,则称图染色为邻点可区别Ⅴ 全染色;若一个满足邻点可区别Ⅴ 全

染色的图可以出现点与其关联边染同色,则称图染色为邻点可区别Ⅵ 全染色.分别用χv
at(G),χvi

at(G)表示图

G的邻点可区别Ⅴ 全色数,邻点可区别Ⅵ 全色数,显然有χvi
at(G)≤χv

at(G).关于弱染色的一些结果见文献

[4-6],文献[7]得到了邻点可区别Ⅵ 全色数的一个上界.文中未加说明的术语见文献[8].

定理1[7] 对于简单图G,若δ≥150 ΔlnΔ,则

χvi
at(G)≤Δ+1+2 ΔlnΔ

本文研究了图的邻点可区别 Ⅴ 全染色,并应用Lovász局部引理得到了图的邻点可区别 Ⅴ 全色数的一

个上界.

定理2 对于简单图G,若δ≥75 ΔlnΔ,则

χv
at(G)≤Δ+2+ ΔlnΔ

由于

χvi
at(G)≤χv

at(G)

所以当δ≥75 ΔlnΔ 时,有

χvi
at(G)≤Δ+2+ ΔlnΔ

这个结果显然要比定理1的结果更优.
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定理2的证明

在证明定理2之前,首先给出相关的引理以及几个不等式:

引理1[9] 若G 是简单图,则它的边色数不超过Δ+1.
引理2[10-11] (Lovász局部引理)考虑(典型的坏的)事件的集合ε={A1,A2,…,An},对每一个Ai,

都存在Di ⊆ε(Di 可以为空),使得每个Ai 与ε (Di∪Ai)互相独立.若有实数x1,x2,…,xn ∈[0,1)

使得对每个1≤i≤n 有

Pr(Ai)≤xi∏
Aj∈Di

(1-xj)

则ε中所有事件都不发生的概率至少是

∏
n

i=1

(1-xi)>0

文中所用到的不等式:

􀃠 当a,b∈N时,
a

b
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≤

ea
b

æ

è
ç

ö

ø
÷

b

;

􀃡 当x ∈ (0,
1
10
),y≥0时,(1-x)y ≤e-xy,(1-x)y ≥e-2xy;

􀃢 当x ≥2时,1-
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

≥
1
4.

下面给出定理2的具体证明过程:

定理2的证明  首先,由引理1得,可以用Δ+1种颜色对图G 的边正常着色,再用一种新色对所有

点进行着色,然后再对G 的每条边及顶点独立地用N= ΔlnΔ 中的一种颜色以p=
1
10Δ

的概率随机均匀地

重新着色.为了保证图G 是正常的邻点可区别 Ⅴ 全染色,需满足以下条件:

􀃠 正常边染色 ——— 任意两条相邻边不能染同色;

􀃡 关联元素染色正常 ——— 任意点与其关联边不能同色;

􀃢 邻点可区别 ——— 任意相邻点的色集合均不同.
第一步,定义如下坏事件:

􀃠 对每一对相邻的边e1,e2,令EA 表示e1 和e2 染同种颜色的事件;

􀃡 对每条边e,令EB 表示e和其某一端点染同色的事件;

􀃢 任意相邻点u 和v,其中d(u)=d(v),令EC 表示点u 和v 的色集合满足C(u)=C(v)的事件.
第二步,计算坏事件发生的概率:

若事件EA 发生,则相邻边e1 与e2 必染同种新色,边e1 染新色的概率为Np,边e2 染与e1 相同颜色

的概率为p,于是事件EA 发生的概率为Np2.同理,事件EB 发生的概率为2Np2,因此

Pr(EA)=Np2=
1
100Δ

lnΔ
Δ

Pr(EB)=2Np2=
1
50Δ

lnΔ
Δ

若事件EC 发生,则

C(u)=C(v)

令

C(u)-f(uv)=C(v)-f(uv)=C
是一个固定集合,则|C|=d,于是可设C中有i种新颜色,d-i种旧颜色.对于每条边染某种新色的概率
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为p,不染任何新色的概率为1-Np,因此事件EC 发生的概率为:

Pr(EC)=∑
N
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由于当δ≥75 ΔlnΔ 时,Np<
1
10

都成立,故由引理2中的不等式 􀃠,􀃡 得:
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把N = ΔlnΔ,p=
1
10Δ

代入(1)式,则

Pr(EC)≤e-
1
5d

lnΔ
Δ ∑

N

i=0

d ΔlnΔ
100Δ2 e

2+
1
5

lnΔ
Δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

i

≤e-
1
5d

lnΔ
Δ ∑

N

i=0

1
100

lnΔ
Δ e2+

1
5

lnΔ
Δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

i

由于75 ΔlnΔ ≤δ≤Δ,则

lnΔ
Δ ≤

1
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于是

∑
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因此

Pr(EC)≤
100
99e

-
1
5d

lnΔ
Δ

第三步,计算相关事件数

首先构造图D,其结点为两种类型的所有事件,其中两个结点EX 和EY 相关,当且仅当X 和Y 包含一

个公共元素.由于每个事件EX 的发生,仅依赖于X 的元素,故D 是上述事件的相关图.
各事件之间的具体相关数见表1,其中每个事件X 与其他事件的相关数均取它的上界.

表1 各事件之间的相关数

EA EB EC

EA 4Δ 4 3Δ
EB 2Δ 2Δ 2Δ
EC 4dΔ 4Δ 2Δ2

  注释:事件EA 包括两条边e1,e2,和每一条边相交的边数至多有2Δ 条,因此事件EA 与事件EA 的相

关数不超过4Δ;而每条边最多与其相关联的两个点颜色相同,因此事件EA 与事件EB 的相关数不超过4;

事件EA 包括3个点,当事件EA 与事件EC 包括1个公共点u 时,与点u 色集合相同的邻点不超过Δ,于

是事件EA 与EC 的相关数不超过3Δ;同理可得其他相关事件数.
第四步,构造常数证明不等式:

设 1
50Δ

lnΔ
Δ
, 1
25Δ

lnΔ
Δ
,1
5Δ2 分别表示与事件EA,EB,EC 相关的常数.

第五步,计算坏事件不发生的概率为正:

若要应用Lovász局部引理证明坏事件不发生的概率为正,需证明以下三个不等式成立:

1
100Δ

lnΔ
Δ ≤

1
50Δ

lnΔ
Δ 1-

1
50Δ

lnΔ
Δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

4Δ

1-
1
25Δ

lnΔ
Δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

1-
1
5Δ2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3Δ

(2)
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根据不等式 1-
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对x ≥2均成立,于是有
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要想证明(2)式,只需证明
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即证
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上式显然成立,于是(2)式成立,同理可证明(3)式成立.

由于当x ∈ (0,
1
10
),y≥0时,(1-x)y ≥e-2xy,因此有
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下面证明(4)式,只需证明
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(5)式等价于

1
25d

lnΔ
Δ ≥ln
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99+ln5+2lnΔ+

4
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由于δ≥75 ΔlnΔ,于是1
25d

lnΔ
Δ ≥3lnΔ,因此只需证明

lnΔ≥ln
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99+ln5+

4
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(6)

当Δ≥13时,(6)式显然成立,故(4)式成立,因此有

χv
at(G)≤Δ+2+ ΔlnΔ
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AnUpperBoundfortheAdjacentVertexDistinguishing
V-TotalChromaticNumberofGraphs

HUANGLi-na, LIMu-chun, LIUHai-zhong
CollegeofMathematicsandPhysics,LanzhouJiaotongUniversity,Lanzhou730070,China

Abstract:WeprovetheadjacentvertexdistinguishingV-totalchromaticnumberisatmostΔ+2+ ΔlnΔ,

byusingLovászlocallemmainprobabilitymethodforanygraphwithδ≥75 ΔlnΔ.

Keywords:Lovászlocallemma;adjacentvertexdistinguishingV-totalchromaticnumber;upperbound
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