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各向异性杆扭转问题的一种数值方法①
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摘要:将R 函数理论用于分析具有任意形状截面的各向异性杆弹性扭转问题.首先引入坐标变换将扭转问题的应

力函数方程化成拉普拉斯算子方程,再利用拉普拉斯算子的基本解、边界方程及R 函数构造一个准Green函数,

其满足了齐次边界条件.后再应用Green公式将各向异性杆弹性扭转问题的拉普拉斯算子方程转化为积分方程,应

用R 函数理论选择适当的边界方程来消除积分方程的奇异性.数值算例表明,此方法是一种有效的数值方法.
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弹性扭转是弹性理论中最重要的空间问题之一,目前只是对一些简单的边界形状,如椭圆、等边三角

形、矩形和扇形等可求出解析解,对于其他形状,难以找到解析解,因此只能用数值解法.

R 函数理论可以构造隐函数表示一个复杂形体.R 函数理论描述一个复杂区域的ω0 可由各个子域通

过布尔操作 ∨α、∧α 来实现,其相对应为求并集 ∪ 与求交集 ∩,描述各子域的函数ωl 满足一阶规范化方

程,则ω0 也会满足一阶规范化方程.
应用Rvachev[1]提出的R 函数理论构造的拉普拉斯算子的准Green函数方法[2-5,8-9]适用于分析具有

任意形状截面的各向异性杆弹性扭转问题[6-7],而传统的Green函数方法只适用于极其简单的边界形状(如

圆、球)边值问题,应用此方法,袁鸿等已成功求解了薄板、扁球壳的几个问题[2-9].R 函数理论方法是一

种值得研究的数值方法,与有限元法[10-11]相比,R 函数理论方法在解决的数值问题方面,对整个积分区

域划分单元网格更少,前处理工作量相对小很多,收敛速度快,计算量小,可求得很高精度的结果,由此证

明了此方法的正确性.

1 基本方程

在扭矩Mt 作用下,弹性扭转问题可以采用应力函数φ 描述为[12]

S44
∂2φ
∂x2-2S45

∂2φ
∂x∂y+S55

∂2φ
∂y2=-2θ (1)

式中S44,S45 和S55 为材料的柔度系数,θ为杆轴向单位长度扭转角.当S44=S55,S45=0时,即为各向同

性杆的弹性扭转问题.
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杆横截面上的剪应力分量与应力函数的关系为

τzx =
∂φ
∂y
   τzy =-

∂φ
∂x

(2)

边界条件为

φ|Γ =0 (3)

2∬φdxdy=Mt (4)

引入坐标变换:

x=x,y=a1x+a2y (5)

式中

a1=
S45

S44S55-S2
45

a2=
S44

S44S55-S2
45

引入坐标变换后,且

φ=θφ(x,y)

式(1)化为

∇2φ=-
2
S44

(6)

式中

∇2=
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2

引入坐标变换后,应力分量与应力函数的关系为

τzx =a2
∂φ
∂y

θ,τzy =-
∂φ
∂x

+a1
∂φ
∂y

æ

è
ç

ö

ø
÷θ (7)

引入坐标变换后,边界条件为

φ|Γ =0 (8)

2
a2∬φdxdy=

Mt

θ
(9)

式中ct=
2
a2∬φdxdy 为扭转刚度.

2 积分方程的推导

构造Laplace算子的准Green函数G(x,ξ)如文献[2-5],且G(x,ξ)满足条件

G(x,ξ)|ξ∈∂Ω=0 (10)

为了将边值问题(6)和边值问题(8)化为积分方程,应用C2(Ω)函数类的Green公式,对所有的U、V ∈
C2(Ω∪Γ)有

∫Ω
(V∇2U-U∇2V)dξΩ=∫Γ

(V∂U∂n-U∂V∂n
)dξΓ (11)

用φ和准Green函数G 分别代替式(11)中的U、V,并注意到(1
2π)lnr

是Laplace算子的基本解,则利用式

(6)、式(8)和式(11)可得
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φ(x)=-
2
S44∫Ω

G(x,ξ)dξΩ+∫Ω
φ(ξ)K(x,ξ)dξΩ (12)

积分核K(x,ξ)采用文献[2-5]中的表达式,积分核的奇异性采用文献[2-5]的处理方法,保证积分核

K(x,ξ)的连续性.

3 剪应力分量的求解

对表达式(12)求导数,得:

∂φ(x)
∂x

=-
2
S44∫Ω

∂G(x,ξ)
∂x

dξΩ+∫Ω
φ(ξ)

∂K(x,ξ)
∂x

dξΩ (13)

∂φ(x)
∂y

=-
2
S44∫Ω

∂G(x,ξ)
∂y

dξΩ+∫Ω
φ(ξ)

∂K(x,ξ)
∂y

dξΩ (14)

将式(13)和式(14)代入式(7)可求得杆横截面上的剪应力分量.
离散化积分方程(12)可解得应力函数φ(xi),代入式(9)可求得扭转刚度.对积分方程式(13)和式

(14)进行离散化,并代入式(7)可求得杆横截面上的剪应力分量.

4 数值算例

例1 一根长度为l的正交各向异性矩形截面杆如图1,截面边长分别为2a和2b,其弹性对称平面分

别与杆的侧面和截面平行,主剪切模量为G23、G13;杆一端固定,另一端作用一绕z轴的力矩Mt(数据已无

量纲化).其中

S44=
1
G23
   S55=

1
G13
   S45=0

设:λ=
2b
2a
,μ=

S44

S55
=

G13

G23
,δ=

λ
μ
,扭转刚度为ct=16G23ba3χ,引入坐标变换后,矩形截面如图2.

图1 矩形截面 图2 坐标变换后矩形截面

  根据R 函数理论[12],可以取

ω0=ω1+ω2- ω2
1+ω2

2

式中,

ω1=
1
2b
(b2-x2)≥0

ω2=
1
2a2a

(a2
2a2-y2)≥0

则ω0=0是矩形截面边界的一阶规范化方程,ω1=0,ω2=0分别表示矩形截面的各个边.使用9种矩形网

格计算得δ=1.00时的扭转刚度系数χ 的收敛情况列于表1中,并用21×21矩形网格计算得不同δ值的

扭转刚度系数χ 列于表2中,并与文献[12]的三角级数解的结果进行了对比.
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表1 δ=1.00的扭转刚度系数χ

本文方法 χ 误差(er)/%

本文方法 5×5 0.143318 1.644
7×7 0.142560 1.106
9×9 0.142117 0.792
11×11 0.141801 0.568
13×13 0.141572 0.406
15×15 0.141399 0.283
17×17 0.141266 0.189
19×19 0.141161 0.114
21×21 0.141077 0.055

文献[12] 0.141000 -

表2 矩形截面杆扭转刚度系数χ

δ 本文方法 文献[12] 误差er/%

1.00 0.141077 0.141 0.055
1.25 0.172357 0.172 0.208
1.50 0.196512 0.196 0.261
1.75 0.215151 0.214 0.538
2.00 0.229733 0.229 0.320
2.50 0.250842 0.249 0.740
3.00 0.265397 0.263 0.911
4.00 0.284706 0.281 1.319
5.00 0.297877 0.291 2.363

  例2 一根长度为l的十字形截面弹性杆,截面尺寸a=2.0,b=2.5,
c
d =

4
5
,分别取c为1.6,

1.2,0.8,0.4;如图3所示,主剪切模量为G23,G13;杆一端固定,另一端作用一绕z轴的力矩Mt(数据已

无量纲化).

图3 十字形截面 图4 坐标变换后十字形截面

  其它参数取值如同例1,引入坐标变换后如图4.
  根据R 函数理论[1],可以取

ω0=(ω1 ∧0ω2)∧0(ω3 ∨0ω4)
式中,
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ω1=(a2-x2)/2a≥0   ω2=(a2
2b2-y2)/2a2b≥0

ω3=(c2-x2)/2c≥0   ω4=(a2
2d2-y2)/2a2d≥0

计算得y=0上的无量纲剪应力βzy =τzy/
Mt

2a(2b)2
é

ë
êê

ù

û
úú 和曲线如图5.当c=0.8,并与ANSYS有限元法的计

算结果进行了比较(图6).从例1-2的βzy 结果比较,可知R 函数理论采用子域数远少于ANSYS有限元

法,理论计算量小了很多,βzy 收敛速度快,这正是本文方法的优越性.

图5 c取不同值时y=0上βzy 的曲线 图6 两种方法求y=0上βzy 的曲线

5 结  论

本文将R 函数理论用于分析具有任意形状截面的各向异性杆弹性扭转问题,通过计算结果与文献

[12]的三角级数解及ANSYS有限元法的结果进行了比较,证明本文方法是正确的.R 函数理论方法是一

种在解决边值问题中很有用的函数,有待进一步开拓其交叉学科领域的应用.R 函数理论在描述复杂积分

区域方面很有效,可结合变分法等[13-16]数值方法解决具有复杂边界条件的边值问题,丰富数值解法.
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ANumericalMethodfortheTorsionProblemofAnisotropicBar
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Abstract:Inthispaper,theR-functiontheoryisappliedtosolvethetorsionproblemofanisotropicbar
witharbitraryshapecrosssection.Firstly,thestressfunctionequationoftheproblemistransformedinto
theLaplaceoperatorequationthroughcoordinatetransformation.Then,thefundamentalsolutionofthe
Laplaceoperator,theboundaryequationandtheR-functionareusedtoconstructthequasi-Green􀆳sfunc-
tion,whichsatisfiesthehomogeneousboundaryconditionoftheproblem.Finally,theLaplaceoperator
differentialequationoftheproblemisreducedtotheFredholmintegralequationofthesecondkindby
Green􀆳sformula.Thesingularityofthekerneloftheintegralequationisovercomebychoosingasuitable
formofthenormalizedboundaryequationbytheR-function.Numericalexamplesshowthatthismethodis
aneffectivenumericalmethod.
Keywords:R-function;Green􀆳sfunction;integralequation;anisotropicbar;torsionproblem
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