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类Kuramoto-Sivashinsky方程的
输出反馈边界控制①

廖钰靓1, 赵圣涛2, 谢成康2

1. 西南大学 荣昌校区,重庆 荣昌402460;2. 西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:考虑类Kuramoto-Sivashinsky的边界控制及镇定.结合降阶法和后推法设计控制器和观测器.最后证明了闭

环系统的指数稳定性.
关 键 词:类Kuramoto-Sivashinsky方程;边界控制;抛物型偏微分方程;输出反馈

中图分类号:O175.8    文献标志码:A    文章编号:1673 9868(2018)01 0077 07

Kuramoto-Sivashinsky(S-K)方程起源于 Kuramot建立的关于反应扩散系统中相湍流现象模型[1]和

Sivashinsky建立的飞机火焰传播模型[2].S-K方程的边界控制在工程中具有很强的实用价值.然而,即使

是线性化的S-K方程,其边界控制设计也较为困难,所获得的结果较少.
近来,通过后推法,一类一维二阶抛物型偏微分方程的边界控制器和观测器的设计取得了进展[3-4].因

此,在本文中,我们考虑采用后推法来考虑一四阶抛物型偏微分方程,即类S-K的输出反馈边界控制.该
方程的性质类似于线性S-K方程,在某些情况下会出现不稳定性[5],因此,控制是必要的.在本文中,我们

考虑执行器和传感器在不同位置的情况的输出反馈边界控制,通过结合采用降阶法[6]和后推方法[3-4,7]来

设计控制器和观测器.

1 模 型

称方程:

ut(x,t)+δuxxxx(x,t)-λuxx(x,t)+ux(x,t)u(x,t)=0   0<x<1,t>0
为S-K方程,其中δ是正常数,λ是任意常数.去掉S-K方程中的ux(x,t)u(x,t)项,把S-K方程线性化

后,再添上项,得到一个类S-K方程:

ut(x,t)-μutxx(x,t)=λuxx(x,t)-δuxxxx(x,t)   0<x<1,t>0

其中μ 是正常数.当μ 足够小时,该方程和线性化的S-K方程几乎有相同的性质;当λ
μ

为正数,且足够大

时,方程不稳定.本文考虑不稳定情况下,边界控制系统的稳定问题,即考虑类S-K方程的如下控制系统:

ut(x,t)-μutxx(x,t)=λuxx(x,t)-δuxxxx(x,t)   0<x<1,t>0 (1)

ux(0,t)=0   t≥0 (2)
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uxxx(0,t)=0   t≥0 (3)

u(1,t)=U1(t)   t≥0 (4)

uxx(1,t)=U2(t)   t≥0 (5)

其中:U1(t)和U2(t)是控制输入,λ
μ

是足够大的正数.当输入为零时,信号u(x,t)是不稳定的,我们的

目标是在L2 范数意义下实现u(x;t)的指数稳定.
为设计出两个控制器,我们引入一个新的变量关系

w(x,t)=μuxx(x,t)-u(x,t) (6)
从(2),(3)和(6)式,得到新的边界条件

wx(0,t)=0 (7)
视(6)式为关于u(x,t)的 ODE方程,并注意到边界条件(2),解方程得到

u(x,t)=u(0,t)coshx

μ
+
1

μ∫
x

0
w(y,t)sinh

x-y

μ
dy (8)

在(8)式中,令x=1,并利用(4)式,u(0,t)可以表示为

u(0,t)=
1

cosh1

μ

U1(t)-
1

μ∫
1

0
w(y,t)sinh

1-y

μ
dy

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(9)

引入常数:

α=
δ
μ
   β=

δ
μ2-

λ
μ

对(6)式关于t求一阶导数,关于x 求二阶导数,得到一个关于w(x,t)的偏微分方程:

wt(x,t)=αwxx(x,t)+βw(x,t)+βu(x,t) (10)
因此,系统(1)-(5)化为如下新系统:

wt(x,t)=αwxx(x,t)+βw(x,t)+β

coshx

μ

cosh1

μ

U1(t)-
1

μ∫
1

0
w(y,t)sinh

1-y

μ
dy

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú+

β
μ∫

x

0
w(y,t)sinh

x-y

μ
dy   0<x<1,t>0 (11)

wx(0,t)=0   t≥0 (12)

w(1,t)=μU2(t)-U1(t)   t≥0 (13)

2 状态反馈控制

对于系统(11)-(13),为了采用后推设计,我们需要使偏微分方程满足“严格反馈”的形式.为此,需

要消除(11)-(13)中的积分项.所以设计出第一个状态反馈控制器U1(t):

U1(t)=
1

μ∫
1

0
w(y,t)sinh

1-y

μ
dy (14)

将(9)和(14)式带入(8)式得

u(x,t)=
1

μ∫
x

0
w(y,t)sinh

x-y

μ
dy (15)

这就意味着在状态反馈控制器(14)的作用下,如果系统(11)-(13)是指数稳定的,那么系统(1)-(5)也是

指数稳定的.
在控制器(14)的作用下,系统(11)-(13)变为
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wt(x,t)=αwxx(x,t)+βw(x,t)+β
μ∫

x

0
w(y,t)sinh

x-y

μ
dy (16)

wx(0,t)=0   t≥0 (17)

w(x,t)=μU2(t)-U1(t)   t≥0 (18)

为设计第二个状态反馈控制器U2(t),引入一种类似后推法的变换:

v(x,t)=w(x,t)-∫
x

0
k(x,y)w(y,t)dy (19)

其中k(x,y)∈C2(Ω),Ω={(x,y)|0≤y≤x≤1}.变换(19)是可逆的[4].
考虑目标系统:

vt(x,t)=αvxx(x,t)-cv(x,t)   0<x<1,t>0 (20)

vx(0,t)=0   t≥0 (21)

v(1,0)=0   t≥0 (22)

其中c为设计参数,它可以使系统达到预期的稳定速度.系统(20)-(22)在范数意义下是指数稳定的,它

的稳定性可以通过分析Lyapunov函数的方法来证明.这里我们给出一个Lyapunov函数:

V1(t)=
1
2∫

1

0
v2(x,t)dx

现在考虑运用(19)式将系统(16)-(18)映射到系统(20)-(22).为满足边界条件(22),由(18),(19)和

(22)式,可取状态反馈控制器U2(t):

U2(t)=
1
μ∫

1

0
k(1,y)w(y,t)dy+

1

μ
3
2∫

1

0
w(y,t)sinh

1-y

μ
dy (23)

由于k(x,y)∈C2(Ω),变换式(19)是有界可逆的,因此系统(11)-(13)与控制器(14)和(23)具有与

系统(20)-(22)相同的稳定性.从(14)式,我们可以看到,如果系统(11)-(13)实现指数稳定,系统

(1)-(5)也达到指数稳定.
引入下面记号:

kx(x,x)=kx(x,y)|y=x,ky(x,x)=ky(x,y)|y=x,
d
dxk

(x,x)=kx(x,x)+ky(x,x)

对(19)式,关于t求一阶导数,关于x求二阶导数,并将结果带入(20)-(22)式,并利用(16)-(18)式
得出:

0=α∫
x

0
(kxx(x,y)-kyy(x,y))w(y,t)dy-(β+c)∫

x

0
k(x,y)w(y,t)dy+ky(x,0)w(0,t)+

β
μ∫

x

0
(sinhx-y

μ
-∫

x

y
k(x,s)sinhs-y

μ
)ds)w(y,t)dy+(2α

d
dxk

(x,x)+β+c)w(x,t) (24)

0=k(0,0)w(0,t) (25)

由于w(x,t)需要满足(24)-(25)式,所以核函数k(x,y)∈C2(Ω)必须满足如下双曲型偏微分方程:

α(kxx(x,y)-kyy(x,y))=(β+c)k(x,y)-β
μ
sinhx-y

μ
+β

μ∫
x

y
k(x,s)sinhs-y

μ
ds (26)

ky(x,0)=0 (27)

k(x,x)=-β+c
2α x (28)

从(26)-(28)式我们可以得出核函数k(x,y)∈C2(Ω)满足:

k(x,y)=-β+c
2α x-

2β
α μ

sinh2s

μ
dsdτ- β

2α μ∫
x+y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0
sinh2s

μ
dsdτ+
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2(β+c)
α ∫

x-y
2

0∫
τ

0
k(τ+s,τ-s)dsdτ+β+c

α∫
x+y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0
k(τ+s,τ-s)dsdτ+

β
α μ∫

x+y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0∫
τ+s

τ-s
k(τ+s,ξ)sinhξ

-τ+s

μ
dξdsdτ+

2β
α μ∫

x-y
2

0∫
τ

0∫
τ+s

τ-s
k(τ+s,ξ)sinhξ

-τ+s

μ
dξdsdτ (29)

使用文献[7]中递归估计的方法,核函数k(x,y)∈C2(Ω)可通过如下关系式得出:

k(x,y)=lim
n→∞

kn(x,y) (30)

k0(x,y)=0 (31)

k1(x,y)=-β+c
2α x-

2β
α μ

sinh2s

μ
dsdτ- β

2α μ∫
x+y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0
sinh2s

μ
dsdτ (32)

kn+1(x,y)=k1(x,y)+
2(β+c)

α ∫
x-y
2

0∫
τ

0
kn(τ+s,τ-s)dsdτ+β+c

α∫
x+y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0
kn(τ+s,τ-s)dsdτ+

β
α μ∫

x+y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0∫
τ+s

τ-s
kn(τ+s,ξ)sinhξ

-τ+s

μ
dξdsdτ+

2β
α μ∫

x-y
2

0∫
τ

0∫
τ+s

τ-s
kn(τ+s,ξ)sinhξ

-τ+s

μ
dξdsdτ (33)

接下来,我们将证明(30)-(33)式在Ω 中是绝对且一致收敛的.定义相邻两递归项的差值为:

Δkn(x,y)=kn+1(x,y)-kn(x,y) (34)

然后,从(30)-(33)式我们可以得到:

Δk0(x,y)=-β+c
2α x-

2β
α μ

sinh2s

μ
dsdτ- β

2α μ∫
x+y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0
sinh2s

μ
dsdτ (35)

Δkn+1(x,y)=
2(β+c)

α ∫
x-y
2

0∫
τ

0
Δkn(τ+s,τ-s)dsdτ+β+c

α∫
x+y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0
Δkn(τ+s,τ-s)dsdτ+

β
α μ∫

x+y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0∫
τ+s

τ-s
Δkn(τ+s,ξ)sinhξ

-τ+s

μ
dξdsdτ+

2β
α μ∫

x-y
2

0∫
τ

0∫
τ+s

τ-s
Δkn(τ+s,ξ)sinhξ

-τ+s

μ
dξdsdτ (36)

同时,(30)式转换为下列公式:

k(x,y)=∑
∞

n=0
Δkn(x,y) (37)

现在,对Δkn(x,y)进行估计得出:

|Δk0(x,y)|≤
1
2α
(β+c+β

μ
sinh1

μ
)=

M1

2
(38)

|Δkn(x,y)|≤Mn+2
1

xn+1

(n+1)!
(39)

因此在区域Ω 内级数(37)绝对且一致收敛.因此,级数(30)-(33)在区域Ω 内绝对且一致收敛.级

数(30)-(33)的极限函数k(x,y)是唯一存在的,且二阶连续可微,并满足:

|k(x,y)|≤M1eM1x (40)
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3 输出反馈控制

控制器(14)和(23)需要测量w(x,t)或u(x,t)在x∈(0,1)内的值.在这一节中,我们通过设计观

测器来避免测量w(x,t)或u(x,t)在x∈ (0,1)内的值.
3.1 观测器设计

在我们开始设计观测器之前,利用(9)式把系统(11)-(13)化为如下形式:

wt(x,t)=αwxx(x,t)+βw(x,t)+βu(0,t)cosh
x

μ
+β

μ∫
x

0
w(y,t)sinh

x-y

μ
dy (41)

wx(0,t)=0 (42)

w(1,t)=μU2(t)-U1(t) (43)

应该注意的是,这种形式下的控制器U1(t)和U2(t)并没有如(14)和(23)式那样取定,而是将在下一节

给出.
接下来,设计系统(41)-(43)的观测器设计.当只有边界值u(0,t)和uxx(0,t)可以测量时,从(6)式

得出,w(0,t)的值也可测量.参照文献[5]设计如下观测器:

w
∧

t(x,t)=αw
∧

xx(x,t)+βw
∧(x,t)+βu(0,t)cosh

x

μ
+β

μ∫
x

0
w
∧(y,t)sinh

x-y

μ
dy+

αpy(x,0)(w(0,t)-w
∧(0,t))   0<x<1,t>0 (44)

w
∧

x(0,t)=p(0,0)(w(0,t)-w
∧(0,t))   t≥0 (45)

w
∧(1,t)=μU2(t)-U1(t)   t≥0 (46)

其中p(0,0)和py(x,0)通过在区域Ω={(x,y)|0≤y≤x≤1}内求解获得.
定义观测误差:

ε(x,t)=w(x,t)-w
∧(x,t) (47)

从(41)-(43)式中减去(44)-(46)式,可得观测器误差系统:

εt(x,t)=αεxx(x,t)+βε(x,t)-αpy(x,0)ε(0,t)+β
μ∫

x

0
ε(y,t)sinh

x-y

μ
dy (48)

εx(0,t)=-p(0,0)ε(0,t) (49)

ε(1,t)=0 (50)
引人变换:

ε(x,t)=[(Ι-P1)ε􀮨](x,t)=ε􀮨(x,t)-∫
x

0
p(x,y)ε􀮨(y,t)dy (51)

其中P1 是Volterra变换,p(x,y)∈C2(Ω).变换(51)的可逆性在文献[4]中已得到证明,且把系统

(48)-(50)变换为系统:

ε􀮨t(x,t)=αε􀮨xx(x,t)-c1ε􀮨(x,t)   0<x<1,t>0 (52)

ε􀮨x(0,t)=0   t≥0 (53)

ε􀮨(1,t)=0   t≥0 (54)

其中c1 是正常数.系统(52)-(54)在L2 意义下指数稳定.
将(51)式对t求导,再对x 二阶求导,然后将结果代入(48)-(50)式,并利用(52)-(54)式可以得到:

0=∫
x

0
α(pxx(x,y)-pyy(x,y))+(β+c1)p(x,y)-β

μ
sinhx-y

μ
-∫

x

y
p(s,y)sinh

x-s

μ
dsæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úε

􀮨(y,t)dy+

(2α d
dxp

(x,x)-β-c1)ε􀮨(x,t) (55)

5第1期      廖钰靓,等:类Kuramoto-Sivashinsky方程的输出反馈边界控制



0=∫
1

0
p(1,y)ε􀮨(y,t)dy (56)

由于(55)-(56)对所有的ε􀮨(x,t)成立,因此核函数p(x,y)必须满足以下偏微分方程:

α(pxx(x,y)-pyy(x,y))=-(β+c1)p(x,y)+β
μ
sinhx-y

μ
-β

μ∫
x

y
p(s,y)sinh

x-s

μ
ds(57)

p(x,x)=β+c1
2α

(x-1) (58)

p(1,y)=0 (59)
利用文献[7]中的递归估计方法,可以通过以下关系:

p(x,y)=lim
n→∞

pn(x,y) (60)

p0(x,y)=
x-1
2α

c1+βcosh
x-y

μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (61)

pn+1(x,y)=p0(x,y)+β+c1
α∫

2-x-y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0
pn(τ+s,τ-s)dsdτ+

β
α μ∫

2-x-y
2

x-y
2
∫

x-y
2

0∫
τ+s

τ-s
pn(τ+s,ξ)sinhξ

-τ+s

μ
dξdsdτ (62)

求解核函数p(x,y)∈C2(Ω).类似证明k(x,y)在Ω 中是绝对且一致收敛的方法,可以证明p(x,y)在

Ω 中是绝对且一致收敛的.
因为p(x,y)∈C2(Ω),变换式(51)是有界且可逆的.因此,观测误差系统(48)-(50)与(52)-(54)

具有一样的L2 收敛性质.
式(44)-(46)中的观测增益p(0,0)和py(x,0)由p(x,y)∈C2(Ω)得出,并且可得到p(0,0)的

精确值如下:

p(0,0)=-β+c1
2α

(63)

3.2 输出反馈控制

将控制输入(14)和(23)的状态替换为观测器(44)-(46)的状态估计,得到输出反馈控制器如下:

U1(t)=
1

μ∫
1

0
w
∧(y,t)sinh

1-y

μ
dy (64)

U2(t)=
1
μ∫

1

0
k(1,y)w

∧(y,t)dy+
1

μ
3
2∫

1

0
w
∧(y,t)sinh

1-y

μ
dy (65)

易得如下定理1.
定理1 考虑由系统(1)-(5)、观测器(44)-(46)、控制器(64)和(65)构成的闭环系统,对于任何初

始数据(w(x,0),w
∧(x,0))∈C2(0,1),闭环系统的解(w(x,t),w

∧(x,t))∈C2,1((0,1)×(0,∞))

在L2 范数意义下是指数稳定的.
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Abstract:Stabilizationofboundarycontrolforafourth-orderparabolicpartialdifferentialequationiscon-
sidered.Acontrollerandanobserveraredesignedwiththebacksteppingmethodtoachieveexponential
stabilizationoftheclosed-loopsystem.
Keywords:Kuramoto-Sivashinsky-likeequation;boundarycontrol;parabolicPDE;outputfeedback
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