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混合广义伽马分布的渐进性质①
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摘要:讨论了独立同混合广义伽马分布随机变量序列的规范化最大值的极限分布及其点点收敛速度.
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设{Yn,n≥1}为独立同分布随机变量序列 (简记i.i.d.随机序列),其分布函数为F(x).令 Mn =
max{Y1,…,Yn},由经典极值理论知,如果存在规范常数an>0,bn∈R,及对非退化的分布函数G(x),
使得

lim
n→∞

P{Mn ≤anx+bn}=lim
n→∞

Fn(anx+bn)=G(x) (1)

则G(x)必为极值类型分布,此时称F 属于极值类型分布G 的吸引场,记为F∈D(G),其中规范常数an,

bn 的确定方法可参看文献[1-2].
关于广义伽马分布的研究已有很多研究成果.文献[3]对伽马模型进行概括得出三参数广义伽马模型,

广义伽马分布(简称为GGD)的概率密度函数为:

f(x)=
cλcβ

Γ(β)
xcβ-1exp(-(λx)c)   x>0 (2)

其中:β>0,λ>0,c>0,且Γ(·)为伽马函数.文献[4]得到了广义伽马分布的 Mills比率:

1-F(x)
f(x) ~

x1-c

cλc    x→ ∞ (3)

并证明了广义伽马分布(GGD)的极值分布属于Λ 吸引场,得到了其极值分布的点点收敛速度.关于广义伽

马分布的更多性质与应用可参见文献[5-6].
设X1,X2,…,Xr 为服从广义伽马分布的独立随机变量序列,其中随机变量Xi 的密度函数和分布函数

分别为fi(x)和Fi(x),即Fi(x)~GGDi,i=1,2,…,r,定义一个新的随机变量Z 为

Z=

X1 P(Z=X1)=p1

X2 P(Z=X2)=p2

︙ ︙

Xr P(Z=X3)=pr

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中pi ≥0,1≤i≤r 且∑
r

i=1
pi=1.由此,通过定义易得Z 的分布函数为

F(x)=p1F1(x)+p2F2(x)+…+prFr(x) (4)
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则称随机变量Z服从混合广义伽马分布(简记MGGD),记F~MGGD.本文将进一步讨论混合广义伽马分

布的渐进性质.

1 极限分布

下面将给出混合广义伽马分布(MGGD)的极值类型分布.
定理1 设{Zn,n≥1}为独立同分布随机变量序列,其分布函数F(x)定义如(4)式,即F(x)~

MGGD.令fi(x)和Fi(x)分别为广义伽马分布的密度函数和分布函数,即Fi(x)~GGD(λi,βi,ci),
则对βi >0,λi >0,ci >0,有

lim
n→∞

Fn(anx+bn)=Λ(x) (5)

其中,规范常数

an =(λkck)-1(logn)
1
ck

-1 (6)
和

bn =λ-1
klogn

1
ck +

(βk -1)loglogn-logΓ(βk)+logpk

ckλklogn
1-

1
ck

(7)

  证  首先令r=2,F(x)=p1F1(x)+p2F2(x),其中p1+p2=1,则由(3)式得

1-F(x)=p1(1-F1(x))+p2(1-F2(x))~

p1x1-c1

c1λc1
1

f1(x)+
p2x1-c2

c2λc2
2

f2(x)=

p1λc1(β1-1)
1

Γ(β1)
xc1(β1-1)exp(-(λ1x)c1)+

p2λc2(β2-1)
2

Γ(β2)
xc2(β2-1)exp(-(λ2x)c2)=

p1λc1(β1-1)
1

Γ(β1)
xc1(β1-1)exp(-(λ1x)c1)×

1+
Γ(β1)p2λc2(β2-1)

2

Γ(β2)p1λ1c1
(β1-1)

x
(c2β2-c1β1)-(c2-c1)×exp((λ1x)c1 -(λ2x)c2)

æ

è
ç

ö

ø
÷

设

H(x)=x
(c2β2-c1β1)-(c2-c1)exp((λ1x)c1 -(λ2x)c2)

则

H(x)=x
(c2β2-c1β1)-(c2-c1)exp-(λ2x)c2 1-

λc1
1

λc2
2

xc1-c2
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

易知

 当x → ∞,c1 <c2,λ1,λ2,β1,β2 >0时,有 H(x)→0;

 当x → ∞,c1=c2,λ1 <λ2,β1,β2 >0时,有 H(x)→0;

 当x → ∞,c1=c2,λ1=λ2,β1 >β2 时,有 H(x)→0.
因此

1-F(x)=
piλci(βi-1)

i

Γ(βi)
xci(βi-1)exp(-(λix)ci)(1+o(1))   i=1,2

当r有限时,对此类似可以得到

1-F(x)=
pkλck(βk-1)

k

Γ(βk)
xck(βk-1)exp(-(λkx)ck)(1+o(1)) (8)

其中1≤k≤r,且

 若ck =min{c1,c2,…,cr}只有一个值时,则λk,βk 和pk 分别为Fk(x)对应的值;

 若cki =min{c1,c2,…,cr}有多个值,其中i=1,2,…,a,且a<r,但λki =min{λk1
,λk2

,…,
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λka
}只有一个值时,则βki

,pk 为Fki
(x)对应的值;

 若cki =min{c1,c2,…,cr}有多个值,其中i=1,2,…,a,a<r,并且λkj =min{λk1
,λk2

,…,

λka
}也有多个值,其中j=1,2,…,b,b<a,则βkl=max{βk1

,βk2
,…,βkb

}其中l<b,pk 分别为Fkl
(x)

对应的值.设

g(t)=
t1-ck

ckλck
k

则当t→ ∞ 时

1-F(t+xg(t))
1-F(t) = 1+

t-ck

ckλck
k

xæ

è
ç

ö

ø
÷

ck(βk-1)

exp-(λkt)ck 1+
t-ck

ckλck
k

xæ

è
ç

ö

ø
÷

ck

-1
æ

è
ç
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ø
÷

æ
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÷(1+o(1))=

1+
t-ck

ckλck
k

xæ

è
ç

ö

ø
÷

ck(βk-1)

exp(-x+o(t-ck))(1+o(1))→

exp(-x)
由文献[4]中定理1.1可得F ∈D(Λ),则有

lim
n→∞

Fn(anx+bn)=Λ(x)

规范常数an 和bn 可由以下方程解得

n(1-F(un(x)))=exp(-x) (9)
其中un(x)=anx+bn.类似文献[2]中定理1.5.3,易得(6)和(7)式.

定理证毕.

2 收敛速度

下面讨论混合广义伽马极值分布的点点收敛速度.
定理2 设{Zn,n≥1}为独立同分布随机变量序列,其分布函数F(x)在(4)式中给出,即F(x)~

MGGD.当n→ ∞ 时,对βi >0,λi >0,ci >0,有

Fn(anx+bn)-Λ(x)~
Λ(x)exp(-x)(1-c-1

k )((βk -1)(loglogn))2

2logn
(10)

其中,规范常数

an =(λkck)-1(logn)
1
ck

-1

和

bn =λ-1
klogn

1
ck +

(βk -1)loglogn-logΓ(βk)+logpk

ckλklogn
1-

1
ck

  证  由定理1可得F ∈D(Λ).设

τn =n(1-F(un))   un =anx+bn

则

un =
x

λkck(logn)
1-

1
ck

+λ-1
klogn

1
ck +

(βk -1)loglogn-logΓ(βk)+logpk

ckλklogn
1-

1
ck

=

λ-1
k (logn)

1
ck 1+

x
cklogn+

(βk -1)loglogn-logΓ(βk)+logpk

cklogn
æ

è
ç

ö

ø
÷

且

logun =-logλk +
1
ck
loglogn+Ologlognlogn

æ

è
ç

ö

ø
÷

uck
n =λ-ck

k (logn+x+(βk -1)loglogn-logΓ(βk)+logpk +
(ck -1)((βk -1)(loglogn)-logΓ(βk)+logpk)2

2cklogn
(1+o(1)))
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由式(2)和式(3),有

τn =n(1-F(un))=npk(1-Fk(un))(1+o(1))=

npk
λck(βk-1)

k

Γ(βk)
exp(-λck

ku
ck
n +ck(βk -1)logun)(1+o(1))=

exp(-x)1-
(ck -1)((βk -1)(loglogn)-logΓ(βk)+logpk)2

2cklogn
(1+o(1))

æ

è
ç

ö

ø
÷

令

τ(x)=exp(-x)
当n→ ∞ 时,有

τ(x)-τn(x)=exp(-x)
(ck -1)((βk -1)(loglogn)-logΓ(βk)+logpk)2

2cklogn
(1+o(1))~

exp(-x)
(1-c-1

k )((βk -1)(loglogn))2

2logn
因此,由文献[2]中的定理2.4.2可知(10)式成立.

定理2证毕.
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TheAsymptoticBehaviorsofMixedGeneralizedGammaDistributions

LIUGuo-tao, CHENShou-quan
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Abstract:Inthisnote,wediscusstheasymptoticbehaviorsofindependentandidenticallydistributed
(i.i.d.)extremesformixedgeneralizedgammadistributions(MGGD)andtheirpointwiseconvergence
rate.
Keywords:mixeddistribution;generalizedgammadistribution;extremevaluetypedistribution;asymp-

toticbehavior
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