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多因子欧式期权定价的主成分蒙特卡罗加速方法①
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摘要:针对多个随机因子的欧式期权定价问题,提出了一种基于主成分分析的多元控制变量的蒙特卡罗加速框架.
其核心思想是,使用单个主成分替换收益函数中的原始随机变量以便更易获得定价问题的精确值,从而可将近似

的收益函数作为控制变量.由于主成分的独立性,使用多元控制变量的蒙特卡罗模拟方法比单个控制变量具有更好

的加速效果.对多资产期权和亚式期权的数值实验验证了本文算法的高效性和稳定性.
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1973年,文献[1]给出了欧式标准期权的定价公式,成为衍生品定价历史上的一项重大突破.然而,如

果欧式期权的标的资产与多个随机因子有关,如多资产期权、路径依赖期权等,一般就无法得到期权价格

的封闭解.在风险中性世界中,如果能够对衍生产品进行完全对冲,则其价格可以表示为风险中性世界中

的贴现收益函数的期望值.蒙特卡罗模拟可以用来求解这一类期望问题.相对于有限差分法、二叉树等其它

数值方法而言,蒙特卡罗模拟思想简单,具有计算误差与维度无关的优势,可以很自然地用于高维问题的

求解.然而,蒙特卡罗模拟收敛速度较慢,常常需要使用各类方差减小技巧[2]来提高其精度.
控制变量是一种常用的方差减小技巧[2],它是一种充分利用已知量的估计误差来降低未知量的估计误

差的技术.文献[3-8]就使用了控制变量方法来加速各种期权的定价.在本文中,我们基于主成分分析提出

了一种多元控制变量的构造框架,称为主成分蒙特卡罗方法(principlecomponentsMonteCarlo,PCMC).
主成分分析是一种常用的统计降维方法.其主要想法是,可以使用少数几个独立的主成分去表示原始多维

随机变量的绝大部分信息[9].主成分的一个重要特征就是,每一个主成分都是一个一维随机变量,从而基

于一个主成分构造的控制变量容易得到精确值.目前,使用主成分方法来构造控制变量的研究还较少.文献

[10]使用主成分抽样的方法去构造布朗桥,从而降低问题的维度.
本文首先分析了对欧式多因子期权定价模型使用多元控制变量进行蒙特卡罗模拟的一般思路,然后基

于原始变量的主成分变换构造了3种不同的控制变量方法.对多资产期权和亚式期权分别展开的数值算例

表明,与使用几何平均的期权作为控制变量的方法相比,本文提出的基于主成分的控制变量方法具有方差

更小、效果更好且对模型参数不敏感的优点.

1 多因子期权定价模型及主成分控制变量方法

1.1 多因子欧式期权定价模型

本文考虑欧式多因子期权的定价问题.在风险中性世界中,这等价于求一个如下高维积分问题:
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E[V]=E[F(X)] (1)
其中:X是n维标的资产的状态变量,其概率密度函数为f(x),F(X)是贴现收益函数.多因子指的是标的

资产状态变量X,它的“多”可能来源于标的资产的高维性,如多资产期权,或者标的资产的路径依赖性,
如亚式期权的收益函数典型地依赖于多个时间状态的值.

经典的蒙特卡罗(classicalMonteCarlo,CMC)方法可以用来解决这一类期望问题.首先根据密度函数

f(x)生成容量为N 的随机样本X(i)(i=1,2,…,N),然后计算每一个样本函数的值V(i)=f(X(i)),最后

计算样本均值

VN =
1
N∑

N

i=1
V(i)=

1
N∑

N

i=1
f(X(i)) (2)

则样本均值VN 就是期权价格E[V]的一个无偏估计.如果随机样本V(i)具有有限方差σ2,中心极限定理说

明样本的误差满足

|VN -E[V]|≤
σz1-α

2

N

其成立的概率为1-α,其中z1-α
2
是标准正态分布的1-

α
2

分位数.于是蒙特卡罗方法的有效性可以用样本

的标准误差std(VN)=
σ
N

来度量.可以看出,蒙特卡罗方法的收敛性速度非常慢,仅为O(N-1/2).对多因

子期权定价问题,考虑到标的状态变量的高维性,即使生成一个简单随机样本也需要大量的时间.
1.2 多元控制变量方法

控制变量(controlvariate)技巧是一种常用的方差减小技术,它利用一个已知量的估计误差来降低未

知量的估计误差[2].使用控制变量技巧可以大大提高蒙特卡罗模拟的效率.为了说明其思想,考虑问题(1),
即计算随机变量V 的期望E[V].在得到V(i)的同时能得到另一个随机向量C=(C1,C2,…,Cd)T 的样本

C(i),且其期望E[C]已知.假设随机样本(C(i),V(i))具有如下的协方差矩阵

ΣC ΣCV

ΣTCV σ2V

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

其中ΣC 是非奇异的d×d 方阵,ΣCV 是d×1向量,常数σ2
V 是变量V 的方差.对任意固定的向量b∈Rd,

可以构造E[V]的一个估计值

VN(b)=VN -bT(CN -E[C]) (3)

其中误差CN -E[C]是可以观察的,这就成为未知误差VN -E[V]的一个控制,把C 称为V 的一个控制

向量或者多元控制变量.显然控制变量估计值VN(b)是一个无偏估计,并且可以选择如下的最优系数

b* =Σ-1
C ΣCV (4)

使得估计值方差最小为

var(VN(b*))=(1-R2
CV)var(VN)

其中R2
CV 是平方复相关系数,它度量了使用控制变量C后V的方差减小比例.于是,控制变量方法的效率可

以用方差减小指数

var(VN)

var(VN(b*))
=

1
1-R2

CV

来度量.方差减小指数对控制向量C和原始变量V 之间的相关系数RCV 高度敏感,如果 RCV 趋向于1,则

方差减小指数可以大幅度提高.这说明,为了有效地减小方差,必须要选择一个与原始变量高度相关的控

制向量.当然,控制向量的选择取决于具体的问题,对于期权定价问题,标的资产、债券价格、对冲等都可

以作为控制变量.
特别地,当多元控制变量C 的各个分量独立时,此时协方差矩阵ΣC 是对角矩阵.于是,平方复相关
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系数

R2
CV =ρ2C1V +ρ2C2V +…+ρ2CdV

其中ρCiV
是控制变量Ci 与V 的相关系数.这也说明,如果控制变量之间相互独立,使用的控制变量个数越

多,那么其方差减小效果越好.
1.3 主成分控制变量方法

主成分分析(principlecomponentanalysis,PCA)是一种对多维随机变量的统计降维方法.更准确地

说,它是将研究对象的多个相关变量近似地转化为少数几个独立变量的一种多元统计方法[9].在多变量统

计分析中,为了尽可能完整地搜集信息,对每个样品往往测量许多指标,这虽然可以避免重要信息的遗漏,
然而从统计的角度来看,这些变量可能高度相关,反而增加了问题的复杂性.因此,自然想到用少数几个不

相关的综合变量来代替原来较多的相关变量,而不损失原始变量的大部分信息.
对标的资产的状态变量X=(X1,X2,…,Xn)T,假设其均值向量和协方差矩阵分别为μX,ΣX.显然

ΣX 是一个半正定对称矩阵,于是有谱分解

ΣX =UΛUT

其中

Λ=diag(λ1,λ2,…,λn)
是特征值组成的对角矩阵,且λ1 ≥λ2 ≥ … ≥λn ≥0.而U=(u1,u2,…,un)是一个正交矩阵,ui 是特

征值λi 对应的特征向量.于是,X 的主成分变换为

Y=UT(X-μX) (5)
此时,贴现收益函数F(X)变为g(Y),期权定价问题(1)等价于

E[V]=E[g(Y)]=E[g(Y1,Y2,…,Yn)] (6)
显然(5)式定义的主成分Y 具有零均值.Y 的第i个分量Yi =uT

i(X -μX)称为第i个主成分(principle
component,PC).显然,Y 的协方差矩阵就是Λ,也就是说var(Yi)=λi,并且cov(Yi,Yj)=0,i≠j.第

i个主成分Yi 的贡献率定义为

λi

∑
n

j=1
λj

这说明了Yi 对原变量的信息解释能力.前q个主成分的解释能力可以用累计贡献率ψq 来度量,

ψq =
∑
q

j=1
λj

∑
n

j=1
λj

=
∑
q

j=1
var(Yj)

∑
n

j=1
var(Yj)

(7)

ψq 越大,说明前q个主成分的解释能力越强.
现在,对多因子期权定价问题(6),利用主成分可以构造多元控制变量,我们称这种模拟方法为主成分

蒙特卡罗(principlecomponentMonteCarlo,PCMC)方法.
1.3.1 PCMC方法1

采用式(7)中定义的累计贡献率ψq 作为标准,如果特征值λ1相对于λ2很大,则第一个主成分Y1可以

解释原始变量X 的绝大部分信息.自然,Y1 可以用来构造一个控制变量

C1=g(Y1,0,…,0)
如果λ1相对于λ2不是很大,那么在使用Y1的同时,可以使用第二个主成分Y2一起来解释X 的信息.同时

使用Y1,Y2 构造的一个控制变量是

C2=g(Y1,Y2,…,0)
理论上,可以用前k个主成分Y1,Y2,…,Yk 构造如下的控制变量

Ck =g(Y1,…,Yk,0,…,0)
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实际上,上面构造的控制变量可以从另一个角度来理解.在n维积分问题(6)中,如果特征值λ2,…,λn 相对

于λ1 很小,这说明主成分Y2,…,Yn 的方差也很小,于是可以把它们近似看作是常数.也就是说,在积分

(6)中,Y2,…,Yn 可以用它们的期望值0代替,于是就得到了C1.C1 自然地可以看作是贴现收益函数的一

个近似.同样地,Ck 也可以看作是贴现收益函数的一个近似.它们都可以用作蒙特卡罗模拟的控制变量.
一个好的控制变量必须容易得到它的期望,并且与原始变量高度相关.在实际中,考虑到计算的复杂

程度,运用最多的还是C1,C2,C3.
1.3.2 PCMC方法2

为了避免计算形如Ck 这样的高维积分,可以使用单个的主成分构造如下的控制变量:

Ck =g(0,…,0,Yk,0,…,0)   k=1,2,…,n
Ck 的期望E[Ck]是一个一维积分,采用一些数值方法容易得到.由于主成分Yk 是按照它们的重要程度

降序排列的,可以猜测Ck 与贴现收益函数g(Y)之间的相关性也随着k增大而减小.由于Y1,Y2,…,Yk

之间是相互独立的,所以控制变量C1,C2,…,Ck 之间也是独立的,使用多元控制可以得到更好的方差减

小效果.
1.3.3 PCMC方法3

如果从贴现收益函数g(Y)的近似表达来看,Ck 显然比C1,C2,…,Ck 的精确程度更高,当然也具有更

高的相关系数.于是,可以提出一种混合的多元控制变量,即使用Ck,Ck+1,…,Cp(p≤n).注意到C1=C1.
在下文中,我们将使用形如C2,C3,…,Ck 的控制变量.

2 期权定价实例

2.1 多资产期权定价问题

假设欧式多资产期权的标的资产S=(S1,S2,…,Sn)T 满足如下的随机微分方程(SDEs)[11]:

dSi(t)
Si(t)=(r-di)dt+dWi(t)   i=1,2,…,n (8)

其中:r是市场无风险利率,di 是股票Si(t)的连续分红率,σi 是Si(t)的波动率,Wi(t)(i=1,2,…,n)是
标准布朗运动,且具有如下的相关系数矩阵

Γ=

1 ρ12 … ρ1n

ρ12 1 … ρ2n
︙ ︙ ⋱ ︙

ρ1n ρ2n … 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

对于欧式多资产期权,设其在到期日T 的收益函数为h(S(T)),则其在初始时刻的价值为

V=E[e-rTh(S(T))]=E[e-rTh(S1(T),S2(T),…,Sn(T))] (9)
令

Xi=
σiWi(T)

T
   i=1,2,…,n

X=(X1,X2,…,Xn)T

则X 是一个n 维正态随机向量.并且X 的期望为零,协方差矩阵为

Σ=diag(σ)Γdiag(σ)   σ=(σ1,σ2,…,σn)T

从而随机微分方程(8)的解为

Si(T)=Si(0)exp r-di-
1
2σ

2
i

æ

è
ç

ö

ø
÷T+ TXi

é

ë
êê

ù

û
úú    i=1,2,…,n (10)

于是,期权价格V 具有显性表达式

V=∫Rn

1
(2π)

n
2 det(Σ)

e-rTh(S(T))e
-
1
2X

TΣ-1X
dX (11)
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假设X 的协方差矩阵有谱分解Σ=UΛUT,其中Λ=diag(λ1,λ2,…,λn)是特征值组成的对角矩阵,U=
(u1,u2,…,un)是一个正交矩阵,其元素ui 是特征值λi 对应的特征向量.则X 的主成分变换为

Y=UTX (12)

于是收益函数h(S(T))变为g(Y)=g(Y1,Y2,…,Yn),再注意到Y 的协方差矩阵就是对角阵Λ,从而可

以将式(11)改写为

V=∫Rn

1
(2π)

n
2 det(Λ)

e-rTg(Y)e
-
1
2Y
TΛ-1Y
dY (13)

2.1.1 一篮子期权

一篮子期权是一种典型的多资产期权,其收益函数取决于标的资产的平均数.对算术平均一篮子期权,
在到期日T 的欧式看涨期权的收益函数可以记作

h(S(T))=(∑
n

i=1
ωiSi(T)-K)+

其中:第i个资产价格Si 服从(8)式定义的几何布朗运动,ωi 是对应的权重,ωi ≥0,∑ωi=1,K 是敲

定价格.对算术平均一篮子期权,即使是欧式期权,我们也无法得到其封闭解.然而,我们容易得到对应的

几何平均一篮子期权的价格[11].
2.1.2 实验1:二维一篮子期权

为了说明算法的有效性,我们不妨从一个2维的一篮子期权说起.此时,它的收益函数为

h(S1(T),S2(T))=(ω1S1(T)+ω2S2(T)-K)+

利用主成分变换(12)式,收益函数变为

g(Y1,Y2)=(ω1S1(0)e
r-d1-

σ21
2( ) T+ T(u11Y1+u12Y2)+ω2S2(0)e

r-d2-
σ22
2( ) T+ T(u21Y1+u22Y2)-K)+

此时,期权价格可以表示为

V=∫
∞

-∞∫
∞

-∞

e-rT

2π λ1λ2
g(Y1,Y2)e

-
Y21
2λ1e

-
Y22
2λ2dY1dY2

我们可以构造两个独立的控制变量

C1=g(Y1,0)   C2=g(0,Y2)
蒙特卡罗控制变量模拟算法如下:

1)生成独立的标准正态随机变量Z(i)
1 ,Z(i)

2 (i=1,2,…,N),N 是给定的模拟路径数;

2)计算收益函数

g(i)=g(λ1Z(i)
1 , λ2Z(i)

2 )
及控制变量

C(i)
1 =g(λ1Z(i)

1 ,0)   C(i)
2 =g(0, λ2Z(i)

2 )

  3)根据(4)式计算最优系数b1 和b2;

  4)得到蒙特卡罗估计值

VN =e-rT 1
N∑

N

i=1g
(i)

以及主成分控制变量(PCMC)估计值:

VN,1=VN -b1(C1N -E[C1]) (14)

VN,2=VN -(C1N -E[C1],C2N -E[C2])b2 (15)

为简单起见,令ω1=ω2=
1
2
,分红率d1=d2=0.模拟的路径数N =100000.

由于波动率对期权价格具有显著影响,下面主要考虑波动率对蒙特卡罗模拟方法的影响.令
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S1(0)=S2(0)=50   K =40   r=0.05
T=1   ρ=0.5   σ1=σ2

经过计算,此时对协方差矩阵谱分解后特征值之比为
λ1

λ2
=3.试验结果见表1.

表1 不同波动率情形下的蒙特卡罗模拟的期权价格及标准差

σ1=σ2 精确值 CMC GMC PCMC-(14) PCMC-(15)

0.1 11.9517 11.9611(0.0136)11.9515(0.0003)11.9515(0.0003)11.9516(2.6E-05)

0.2 12.1363 12.1436(0.0265)12.1361(0.0012)12.1360(0.0011)12.1365(0.0003)

0.3 12.8061 12.8049(0.0383)12.8048(0.0029)12.8048(0.0025)12.8059(0.0012)

0.4 13.8011 13.7912(0.0502)13.7986(0.0057)13.7992(0.0046)13.8011(0.0026)

0.5 14.9693 14.9504(0.0631)14.9654(0.0097)14.9671(0.0075)14.9700(0.0046)

  表1展示了几种蒙特卡罗模拟的期权价格,括号里是对应的样本标准差.其中精确值是使用数值算法

得到的精确解1,CMC表示普通的蒙特卡罗模拟方法,GMC是使用几何平均一篮子期权作为控制变量,

PCMC-(14)表示的是使用式(14)的一元控制变量,PCMC-(15)表示的是使用式(15)的二元控制变量.明显

看出,在各种波动率情形下,构造的二元控制变量PCMC-(15)具有最小的标准差,其次是一元控制变量

PCMC-(14),它们均优于使用几何平均一篮子期权作为控制变量.另外,随着波动率的增加,期权价格也

在增加,模拟的标准差也在增加,但是3种控制变量方法的方差减小指数却在减小.

当σ1=σ2=0.4时,协方差矩阵的特征值为λ1=0.24,λ2=0.08.现在固定λ1,改变特征值的比例
λ1

λ2

或者λ2,观察试验结果,见表2.
表2 不同特征值比例情形下的方差减小指数

λ2
λ1
λ2

GMC PCMC-(14) PCMC-(15)

0.08 3 78 119 378
0.06 4 139 210 645
0.04 6 314 470 1389
0.02 12 1263 1874 5352
0.01 24 5072 7487 20995

  表2说明3种控制变量的方差减小指数随着
λ1

λ2
的增大而增大.当

λ1

λ2
增大时,C1=g(Y1,0)对收益函

数g(Y1,Y2)的近似就越好,它们之间的相关系数就越高,从而方差减小指数就越大.注意到方差减小指数

与 1
1-ρ2 成比例,这说明当|ρ|趋近于1时,方差减小指数迅速增加.这也说明,此时对相关系数的一点点

提高都会使得方差减小效果大幅度提高.
2.1.3 实验2:三维一篮子期权

下面讨论一个3维的一篮子期权,它的收益函数为

h(S1(T),S2(T),S3(T))=(ω1S1(T)+ω2S2(T)+ω3S3(T)-K)+

利用主成分变换(12)式,收益函数变为

g(Y1,Y2,Y3)=(∑
3

i=1
ωiSi(0)e

r-di-
σ2i
2( ) T+ T(ui1Y1+ui2Y2++ui3Y3)-K)+

此时,可以构造如下的控制变量

C1=g(Y1,0,0)   C2=g(0,Y2,0)

C3=g(0,0,Y3)   C2=g(Y1,Y2,0)
为了比较不同控制变量之间的加速效果,考虑如下一些组合:
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PCMC-1:用C1 做一元控制;

PCMC-2:用C1,C2 做二元控制;

PCMC-3:用C1,C2,C3 做三元控制;

PCMC-4:用C2 做一元控制;

PCMC-5:用C2,C3 做二元控制.
实际上,PCMC-1,PCMC-2,PCMC-3就是主成份蒙特卡罗方法2,PCMC-4是主成份蒙特卡罗方法

1,PCMC-5是主成份蒙特卡罗方法3.
先讨论波动率对加速效果的影响.令

S1(0)=S2(0)=S3(0)=50   K =40   r=0.05

T=1   ω1=ω2=ω3=
1
3   ρ12=ρ13=ρ23

为了保证相关系数矩阵Γ 的半正定性,必须有-
1
2≤ρ12≤1.取ρ12=0.5,σ1=σ2=σ3,则协方差矩阵谱

分解后特征值之比为λ1∶λ2∶λ3=4∶1∶1.改变波动率的大小,试验结果见表3.
表3 不同波动率情形下的方差减小指数

σ1 PCMC-1 PCMC-2 PCMC-3 PCMC-4 PCMC-5

0.1 2360 4652 292750 4689 548731
0.2 553 1005 5789 1111 12683
0.3 221 357 973 447 2142
0.4 115 172 347 234 749
0.5 68 96 166 138 346

  表3再次验证实验1的结论.首先,固定特征值的比例时,波动率越大,方差减小指数越小.其次,从

PCMC-1,PCMC-2,PCMC-33种方法来看,高维的多元控制变量比低维的多元控制变量效果要好.再次,
比较PCMC-2和PCMC-4,发现后者的方差减小指数略大一些,尤其当波动率较大时.这是由于C2 作为贴

现收益函数的近似值时,比C1,C2 的组合要准确一些.在PCMC-3和PCMC-5之间也有类似的结果.

改变特征值比例
λ1
λ2

和
λ1
λ3

的大小,下面比较各种控制变量方法的加速效果,结果见表4.表4上半部分

是固定
λ2
λ3=1∶1,可以看出方差减小指数随着波动率的减小而增大.表4的下半部分固定

λ1
λ2=

4∶1,也

有类似的结论.
表4 λ1=0.5,λ2,λ3 取不同值时的方差减小指数

λ1
λ2

λ2
λ3

PCMC-1 PCMC-2 PCMC-3 PCMC-4 PCMC-5

1 1 5 8 16 10 28
4 1 68 96 166 138 346
10 1 419 580 945 862 2026
4 1 68 96 166 138 346
4 5 109 209 267 3478 7943
4 10 136 343 348 13936 31408

2.2 亚式期权定价问题

亚式期权是一种典型的路径依赖期权,它的收益函数取决于标的资产在期权有效期内的平均表现.其
定价问题也是一个多因子期权定价问题.亚式期权在到期日的收益分两大类:固定敲定价格或浮动敲定价

格[11].标的资产的平均表现可以是算术平均也可以是几何平均,即

SA =
1
n∑

n

i=1
S(ti)或SG =(∏

n

i=1
S(ti))

1
n
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考虑一个固定敲定价格的欧式看涨算术平均亚式期权,其在到期日的收益函数为

hA =(SA -K)+=
1
n∑

n

i=1
S(ti)-Kæ

è
ç

ö

ø
÷

+

假设标的资产服从几何布朗运动,即

dS(t)
S(t)=rdt+σdW(t)

如果对时间作等距剖分,记tj =jT
n
,j=0,1,…,n.则标的资产在时间节点tj 处的价格为

S(tj)=S(0)exp r-
1
2σ

2æ

è
ç

ö

ø
÷tj +σW(tj)

é

ë
êê

ù

û
úú    j=1,2,…,n

其中:S(0)是初始股价,r是市场无风险利率,σ是波动率,向量W =(W(t1),W(t2),…,W(tn))T 定义

了布朗运动的路径.显然,W 是一个正态随机向量,均值为零,协方差矩阵为

Σ=(min(ti,tj))=
T
n

1 1 1 … 1
1 2 2 … 2
1 2 3 … 3
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

1 2 3 … n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(16)

此时,期权定价问题即为求解

VA =E[e-rThA]=E[e-rThA(W)] (17)

考虑一个具体的例子,到期日为T=1,n=32,则式(16)中的协方差矩阵Σ的特征值衰减得很快,最大的

5个特征值分别是13.3802,1.1890,0.5377,0.2756和0.1678,其累计贡献率分别是81%,90%,93%,

95%及96%.这说明布朗路径的主要方差可以由前面少数几个主成分决定.对于一般情形,文献[12]分析

了一般情形下布朗路径协方差矩阵的特征值的衰减规律.
对于欧式算数平均亚式期权,一般无法得到其封闭解.但容易得到其对应的几何平均亚式期权的价

格[13-14],从而可以使用几何平均的亚式期权作为控制变量[3].

2.2.1 实验3:固定敲定价格的欧式看涨算数平均亚式期权

下面讨论固定敲定价格的欧式看涨算术平均亚式期权的定价问题(17).令

S(0)=10   K =8   r=0.05
T=1   σ=0.5

针对不同控制变量方法的试验结果如表5所示.其中k 是满足累计贡献率ψk≥95%的主成分的最小个数.

PCMC-1表示采用C1 作为一元控制变量,PCMC-2表示用C1,C2,…,Ck 作为多元控制变量,PCMC-3表

示使用所有的C1,C2,…,Cn 作为多元控制变量.PCMC-4表示用C2,C3,…,Ck 作为多元控制变量,PC-

MC-5表示使用C2,C3,…,Cn 作为多元控制变量.GMC表示采用对应的几何平均亚式期权作为控制变量.
表5 观察点个数不同时亚式期权的方差减小指数

n k PCMC-1 PCMC-2 PCMC-3 PCMC-4 PCMC-5 GMC

4 3 84 309 323 1752 2333 245
8 4 78 312 325 1545 1918 258
16 4 75 313 331 1388 1860 259
32 4 75 318 340 1357 1869 257
64 5 74 329 342 1541 1849 255
128 5 74 330 344 1555 1871 254

  从表5可以看出,对不同的观察点个数而言,各种控制变量方法的方差减小指数是比较稳定的.所有

的多元PCMC方法都比GMC方法要好.如同我们在前面提过,(16)式中的协方差矩阵Σ 的特征值衰减得
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很快,所以只需较小的k就会使得累计贡献率ψk 很大.比如,当n=128时,前5个主成分就能解释95%
的原始信息.

取n=32,k=8,考察波动率对方差减小效果的影响.不失一般性,主要考虑方法PCMC-2和PCMC-
4.具体结果见图1.显然,随着波动率的增加,各种控制变量方法的平方相关系数均下降.综合而言,我们

提出的PCMC-4方法最稳定,具有最好的方差减小指数,尤其适合波动率较大的情况.
最后,考察不同到期日T 的影响,见图2.显然,GMC的平方相关系数随着到期日的增加下降最快,

而我们提出的PCMC方法则相对十分稳定从而具有很好的加速效果.

图1 不同波动率时控制

变量方法的平方相关系数,T=1

图2 不同到期日时控制

变量方法的平方相关系数,σ=0.5

3 结 论

在本文中,对于具有多个随机因子的欧式期权定价问题,基于标的资产状态变量的主成分变换构造了

一系列的控制变量.数值结果说明,使用多个主成分控制变量方法可以大大提高蒙特卡罗模拟的效率,并

且加速效果比较稳定.相对于使用几何平均的期权作为控制变量而言,本文提出的方法在各种参数下都具

有更好的效果.
本文提出的通过主成分来构造控制变量的方法也可以推广到其它多因子定价模型,如高维的随机波动

率模型以及随机利率模型下的衍生产品定价问题.
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Abstract:ThispaperconstructsaframeworkofacceleratingMonteCarosimulationforpricingEuropean
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