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非负矩阵最大特征值的新界值①

钟 琴

四川大学 锦江学院 数学教学部,四川 彭山620860

摘要:非负矩阵最大特征值的估计是非负矩阵理论研究的重要组成部分.如果上下界能够表示为非负矩阵元素的

易于计算的函数,那么这种估计价值更高.本文通过构造两个收敛的序列得到非负矩阵最大特征值的新界值.数值

算例表明其结果比有关结论更加精确.
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非负矩阵理论作为一种基本工具,被广泛应用于计算数学、线性规划、计算机科学、自动控制等领域

中.对非负矩阵最大特征值进行估计是非负矩阵理论研究的重要课题之一.许多学者都致力于这方面的研

究,并取得了一系列的研究成果[1-7].
若A=(aij)n×n 的所有元素aij ≥0,则称矩阵A 为非负矩阵,记为A≥0;若aij >0,则称矩阵A 为

正矩阵,记为A >0,用ρ(A)表示n 阶非负矩阵A 的最大特征值.
设n 阶矩阵A=(aij)n×n,如果存在一个置换矩阵P 使得
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其中C 和E 分别是k,l阶方阵,k≥1和l≥1,则称A 是可约矩阵,否则称A 是不可约矩阵.

非负矩阵最大特征值的最有名且用的最多的界值是由Frobenius[1]提出的.设ri =∑
n

k=1
aik,cj =∑

n

k=1

akj,min
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ri=R,i,j∈ [n].
定理1[1](Frobenius界值) 设A=(aij)n×n ≥0,则

r≤ρ(A)≤R (1)
对于列和也有相同的结论.

对于具有非零行和的非负矩阵,文献[2]对(1)式进行了改进,有
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正矩阵是非负矩阵的子类,具有非负矩阵的所有性质.文献[4-6]在(1)式的基础上给出了正矩阵最大特

征值的界值定理.
本文通过构造2个收敛的序列,将非负矩阵最大特征值的上下界表示为矩阵元素的易于计算的函数,

所得结果改进了经典的Frobenius界值定理.

1 主要结论

引理1[2] 设λ 是矩阵A 的特征值,X=(x1,x2,…,xn)T,Y=(y1,y2,…,yn)T 分别是矩阵AT
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和A 对应于λ 的特征向量,则
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  引理2[2] 若q1,q2,…,qn 是正实数,则对任意实数p1,p2,…,pn,有
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  引理3[7] 设A 是n 阶矩阵,ri Ak( ) ,cj Ak( ) 分别表示矩阵Ak 的第i行行和与第j列列和,则

ri(Ak+1)=∑
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  下面给出本文关于非负矩阵最大特征值的估计结果:
定理2 设不可约矩阵A=(aij)n×n ≥0具有非零行和以及以及非零列和,令
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则对任意的正整数m,k,有
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  证  根据ri(A)≠0,可得

ri(B)=α+ri(A)≠0
进一步有

ri(Bk)≠0
设X=(x1,x2,…,xn)T >0是矩阵AT 对应于ρ(A)的特征向量,即ATX=ρ(A)X,则有

(Bk)TX=(ρ(A)+α)k(n-1)X
(AmBk)TX=ρm(A)(ρ(A)+α)k(n-1)X

由引理1可知
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再由引理2得
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故(2)式得证,同理可证(3)式成立.
定理3 设不可约矩阵A=(aij)n×n ≥0具有非零行和以及非零列和,令

α=max
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aii{ },B=(A+αI)n-1

其中:则对任意的正整数m,k,
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都存在,且有
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  证  由引理3及引理2可知:
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{ } 单调递减且有下界ρ(A),从而极限存在.

同理
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{ } 单调递增且有上界ρ(A),从而极限存在.根据定理5知:
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两边同时取极限得
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同理可证对列和的结论也成立.
注1 若B0=I,当m=1时,(2)式即为Frobenius界值.
注2 若A 是n(n≥2)阶非负可约矩阵,则存在n 阶置换矩阵P,使得
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   m ≥2

其中块对角线上每块Aii 1≤i≤m( ) 或为不可约矩阵,或为一阶零矩阵.显然

ρ(A)=ρ(PAPT)=max
i

ρ(Aii)

因此对非负可约矩阵,施行合适的置换变换后,同样可以对其最大特征值进行估计.
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2 数值算例

例 考虑非负矩阵A=
1 1 2
2 3 3
4 1 1

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
,真值ρ(A)=5.74165738….以下是参考文献[1-2],[4-5]和本

文定理2关于矩阵A 最大特征值估计的结果比较.
表1 最大特征值的界值比较

行 列

Frobenius 4<ρ(A)<8 5<ρ(A)<7
Minc 5<ρ(A)<6.25 5.6<ρ(A)<5.8572
Ledermannn 4.1547<ρ(A)<7.8661 5.0800<ρ(A)<6.9259
Ostrowski 4.5275<ρ(A)<7.6547 5.2247<ρ(A)<6.8165
Brauer 4.8284<ρ(A)<7.4642 5.3722<ρ(A)<6.7016
刘丽明(m =k=2) 5.6836≤ρ(A)≤5.8539 5.6975≤ρ(A)≤6.3087
定理5(m =k=2) 5.7016≤ρ(A)≤5.7914 5.7196≤ρ(A)≤5.7643

  由表1可以看出,定理5得到的结果在一定程度上比现有的相关结果更精确.
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