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单调α 非扩张映象不动点的强收敛定理①
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摘要:在一致凸Banach空间中引入偏序,介绍了一个改进的关于单调α 非扩张映象不动点的两步迭代逼近方法,

在适当条件下研究了单调α 非扩张映象不动点的存在性和强收敛定理.
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设E 为一个Banach空间,其范数和偏序分别表示为 ‖·‖ 和 ≤.设C 为序Banach空间(E,≤)的

一个非空闭凸子集,T:C→E 为一个非线性映象,以F(T)表示T 的不动点的集合,即F(T)= {x∈
C,Tx=x}.对任意x,y∈C,如果x≤y 使得Tx≤Ty 成立,则称T 是单调映象.

 如果T 是单调的且 ‖Tx-Ty‖ ≤ ‖x-y‖,则称T 是单调非扩张映象;

 如果T 是单调的且 ‖Tx-p‖ ≤ ‖x-p‖,∀p∈F(T),则称T 是单调拟 非扩张映象;

 如果T 是单调的且存在常数α<1,使得

‖Tx-Ty‖2 ≤α‖Tx-y‖2+α‖Ty-x‖2+(1-2α)‖x-y‖2 (1)

成立,则称T 是单调α 非扩张映象.显然,单调α 非扩张映象包含单调非扩张映象(0 单调非扩张映象),

且具有非空不动点集的单调α 非扩张映象一定是单调拟 非扩张映象.
设{xn}为序Banach空间(E,≤)中任意序列,以“⇀”和“→”分别表示序列{xn}的弱收敛和强收敛.

本文定义的序区间[a,b]= {x∈E:a≤x≤b}= [a,+)∩(-,b],不动点集F≤(T)= {p∈F(T):

p≤x1}和F≥(T)= {p∈F(T):p≥x1}与文献[1]相同.
2004年,文献[2]通过引入偏序在度量空间中研究了Lipschitz条件下的压缩映象原理,解决了关于不

动点正解的存在性问题,拓展了不动点问题的一个新的研究领域.然而,基于偏序定义的单调映象可能并

不连续,导致单调映象的不动点是否存在、不动点的正负解以及不动点逼近方法等问题都变得比较困难.
2015年,文献[3]研究了逼近单调非扩张映象不动点的 Mann迭代:

xn+1=(1-αn)xn +αnTxn (2)

其中:αn ∈[0,1],并在Banach空间中证明了单调非扩张映象不动点的存在性和弱收敛定理.2016年,文

献[1]利用Mann迭代研究了单调α 非扩张映象的不动点问题.然而,由于收敛性分析技巧的特殊性限制,

未能将单调α 非扩张映象不动点的存在性讨论推广到Ishikawa等多步迭代逼近方法上[3-6].
在此基础上,本文介绍一个改进的关于单调α 非扩张映象不动点的类似Ishikawa迭代的逼近方法:
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yn =(1-βn)xn +βnTxn

xn+1=(1-αn)Txn +αnTyn
{ (3)

其中:αn,βn ∈ [0,1].本文的目的是改进单调α 非扩张映象不动点的逼近方法,并在一致凸序Banach
空间中研究单调α 非扩张映象不动点的存在性和强收敛定理,所得结果改进并推广了文献[1-3]中相

应的结论.
引理1 设C 为一致凸序Banach空间(E,≤)的非空闭凸子集,T:C→C 为单调α 非扩张映象.如

果x1 ≤Tx1,则由式(3)定义的序列{xn}满足:

xn ≤yn ≤Txn ≤xn+1 ≤Tyn;

 如果xn ≤x,则序列{xn}弱收敛到x∈C.
证   由于序区间[c1,c2]是凸的,故对任意的λ∈ [0,1],都有

c1 ≤λc1+(1-λ)c2 ≤c2
成立,其中:c1,c2 ∈C 且c1 ≤c2.另一方面,由于x1 ≤Tx1,假设xn ≤Txn,则

xn ≤ (1-βn)xn +βnTxn =yn ≤
(1-βn)Txn +βnTxn =Txn

利用映象T 的单调性得xn ≤yn ≤Txn ≤Tyn.同时,结合式(2)进一步可得

xn ≤ (1-αn)Txn +αnTxn =Txn ≤ (1-αn)Txn +αnTyn =xn+1 ≤
(1-αn)Tyn +αnTyn =Tyn

整理得xn ≤yn ≤Txn ≤xn+1 ≤Tyn,这也蕴含了xn+1 ≤Txn+1.

 同时,由文献[3]的引理3.1类似可得序列{xn}弱收敛到x∈C.
定理1 设C 为一致凸序Banach空间(E,≤)的非空闭凸子集,T:C→C 为单调α 非扩张映象.如

果x1 ≤Tx1,由式(3)定义的序列{xn}满足xn ≤x∈C 且

liminf
n→∞

‖xn -Txn‖=0

则

F≥(T)≠Φ
  证  因为

liminf
n→∞

‖xn -Txn‖=0

所以存在{xn}的子序列{xnk
}满足

lim
k→∞

‖xnk -Txnk
‖=0 (4)

利用引理1得x1≤xnk ≤xnk+1
.记Ck ={z∈C:xnk ≤z},则Ck 是闭凸的且x∈Ck,即Ck 为非空集,

进一步得Ω=∩
∞

k=1
Ck 为C 的非空闭凸子集.又因为{xnk

}有界,定义g:Ω → [0,+∞)为

g(z)=limsup
k→∞

‖xnk -z‖2

由文献[1]的引理2.5可知,存在z* ∈Ω,满足

g(z*)=inf
z∈Ω

g(z)

结合Ω 的定义得x1 ≤ … ≤xnk ≤xnk+1
≤ … ≤z*,利用引理1可得xnk ≤Txnk ≤Tz*,即Tz* ∈Ω.

因此

λz* +(1-λ)Tz* ∈Ω   ∀λ∈ [0,1]

由g(z*)的定义得

g(z*)≤g(Tz*),g(z*)≤g(λz* +(1-λ)Tz*) (5)

另一方面,由文献[1]的引理2.2和式(4)可得
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limsup
k→∞

‖Txnk -Tz*‖2 ≤limsup
k→∞

‖xnk -z*‖2 (6)

由g(z)的定义和式(6)得

g(Tz*)=limsup
k→∞

‖xnk -Tz*‖2=

limsup
k→∞

‖Txnk -Tz*‖2 ≤

limsup
k→∞

‖xnk -z*‖2=g(z*) (7)

利用式(5)和式(7)进一步得g(z*)=g(Tz*).同时,由文献[7]的定理2得

g(λz* +(1-λ)Tz*)=limsup
k→∞

‖λ(xnk
-z*)+(1-λ)(xnk

-Tz*)‖2 ≤

limsup
k→∞

[λ‖xnk
-z*‖2+(1-λ)‖xnk

-Tz*)‖2-λ(1-λ)f(‖z* -Tz*‖)]≤

λg(z*)+(1-λ)g(Tz*)-λ(1-λ)f(‖z* -Tz*‖)=

g(z*)-λ(1-λ)f(‖z* -Tz*‖) (8)

结合式(5)和式(8)得

λ(1-λ)f(‖z* -Tz*‖)≤g(z*)-g(λz* +(1-λ)Tz*)≤0
由λ∈ [0,1]的任意性得

f(‖z* -Tz*‖)=0
进一步得

z* =Tz*

即

F≥(T)≠Φ
  定理2 设C 为一致凸序Banach空间(E,≤)的非空闭凸子集,T:C→C 为单调α 非扩张映象.如
果x1 ≥Tx1,由式(3)定义的序列{xn}满足xn ≥x∈C 且

liminf
n→∞

‖xn -Txn‖=0

则

F≤(T)≠Φ
  证  如果x1≥Tx1,由引理1类似可得xn ≥yn ≥Txn ≥xn+1≥Tyn;如果xn ≥x∈C,则序列

{xn}弱收敛到点x∈C,即xn⇀x.由定理1类似可证.
定理3 设C 为一致凸序Banach空间(E,≤)的非空闭凸紧子集.设T:C→C 为单调α 非扩张映象

且F≥(T)≠Ø.给定x1 ≤Tx1,如果αn ∈ [a,b]⊂ (0,1),βn ∈ (0,1)且

0<liminf
n→∞

βn ≤limsup
n→∞

βn <1

则由式(3)定义的序列{xn}强收敛到x* ∈F≥(T).
证  首先,证明{xn}有界.取p∈F≥(T)={p∈F(T):p≥x1},则由式(3)和T 的单调性得

x1 ≤Tx1 ≤Tp=p
y1=(1-β1)x1+β1Tx1 ≤p,Ty1 ≤Tp=p
x2=(1-α1)Tx1+α1Ty1 ≤p,Tx2 ≤Tp=p

不妨假设xn ≤p,Txn ≤Tp=p,且yn ≤p,Tyn ≤Tp=p.由引理1得

xn ≤yn ≤Txn ≤xn+1 ≤Tyn ≤p
这蕴含了xn+1 ≤p.因此,序列{xn}有界.同理可得{yn}有界.

其次,证明

lim
n→∞

‖xn -Txn‖=0

由式(3)和T 的拟 非扩张性得
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‖yn -p‖ ≤ (1-βn)‖xn -p‖+βn‖Txn -p‖ ≤
‖xn -p‖ (9)

结合式(3)和式(9)进一步得

‖xn+1-p‖ ≤ (1-αn)‖Txn -p‖+αn‖Tyn -p‖ ≤
(1-αn)‖xn -p‖+αn‖yn -p‖ ≤
‖xn -p‖

(10)

即序列{‖xn -p‖}单调有界,故极限存在.记

lim
n→∞

‖xn -p‖=r

由式(9)得

limsup
n→∞

‖yn -p‖ ≤limsup
n→∞

‖xn -p‖=r (11)

同时,整理式(10)得

‖xn+1-p‖-‖xn -p‖ ≤
‖xn+1-p‖-‖xn -p‖

αn
≤ ‖yn -p‖-‖xn -p‖

即

‖xn+1-p‖ ≤ ‖yn -p‖
由于αn ∈ [a,b]⊂ (0,1),取极限得

r=liminf
n→∞

‖xn+1-p‖ ≤liminf
n→∞

‖yn -p‖ (12)

由式(11)和式(12)得

lim
n→∞

‖yn -p‖=lim
n→∞

‖(1-βn)(xn -p)+βn(Txn -p)‖=r (13)

另一方面,利用p=Tp 和T 的单调非扩张性得

limsup
n→∞

‖Txn -p‖ ≤limsup
n→∞

‖xn -p‖=r

结合式(13)和文献[8]的引理3.1得

lim
n→∞

‖xn -Txn‖=0 (14)

最后,证明{xn}强收敛到x* ∈F≤(T).由于C 为(E,≤)的非空紧子集,且{xn}有界,则存在子序列

{xnk
}⊂ {xn}强收敛到x* ∈C.由引理1得x1 ≤xnk ≤x*.由式(14)得

lim
k→∞

‖xnk -Txnk
‖=0 (15)

由文献[8]的引理2.2得

lim
k→∞

‖Txnk -Tx*‖=0

结合式(15)进一步得

lim
k→∞

‖xnk -Tx*‖=0

即x* ∈F≥(T).又因为序列{‖xn -x*‖}的极限存在,所以

lim
n→∞

‖xn -x*‖=0

  定理4 设C 为一致凸序Banach空间(E,≤)的非空闭凸紧子集.设T:C→C 为单调α 非扩张映

象且F≤(T)≠Ø.给定x1 ≥Tx1,如果αn ∈ [a,b]⊂ (0,1),βn ∈ (0,1)且

0<liminf
n→∞

βn ≤limsup
n→∞

βn <1

则由式(3)定义的序列{xn}强收敛到x* ∈F≤(T).
证  因为C 为(E,≤)的非空闭凸紧子集,F≤(T)≠Ø 且x1 ≥Tx1,由定理2和定理3类似可证.
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SomeStrongConvergenceTheoremofFixedPoint
forMonotoneα-NonexpansiveMapping
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Abstract:Inthispaper,amodifiedtwo-stepiterativeapproximationmethodisintroducedforfindinga
fixedpointofmonotoneα-nonexpansivemappinginauniformlyconvexorderedBanachspacewithapartial
order.Moreover,theexistencetheoremsandstrongconvergencetheoremsarestudiedaboutthefixed

pointofmonotoneα-nonexpansivemappingundersomesuitableconditions.
Keywords:monotoneα-nonexpansivemapping;partialorder;fixedpoint;strongconvergence;uniformly

convexBanachspace
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