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摘要:本文给出定向距离为d(≥1)的Gray码的定义,并给出了两个生成定向距离为d 的循环Gray码的方法.
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Gray码的编码规则是使任何两个相邻代码只有一个位的状态不同,其余位必须有相同状态.它的好处

在于从某一编码变到下一个编码时只有一位状态发生变化,有利于得到更好的译码波形.Gray码的类型很

多,表1列举的是3种长度为3的3进制Gray码.
表1 3个不同的3进制3位Gray码

第1类 第2类 第3类

000 120 210 000 122 200 000 210 120
001 121 211 001 121 201 002 212 122
002 122 212 002 120 202 001 211 121
012 102 222 012 110 212 021 201 111
010 100 220 011 111 211 020 200 110
011 101 221 010 112 210 022 202 112
021 111 201 020 102 220 012 222 102
022 112 202 021 101 221 011 221 101
020 110 200 022 100 222 010 220 100

  第一种类型的Gray码是从全零码字开始,指针在最右边,指针所指的数字加1,其余数字保持不变.
如果得到的码字与前面的码字不同,则这是新的码字;如果得到的码字与前面的码字相同,则指针左移.重
复上述过程,得到如表1所示第1类中的Gray码.表1所示第2类中的Gray码,也叫反射Gray码[1-3].表

1中第3类也是Gray码的一种.这种类型的Gray码与表1的第1类中的Gray码,不仅具有Gray码的所有

特性,而且Gray序中后一个码字与前一个码字不同位置处的数字之间有相同的规律:第1类中后一个码字

减去前一个码字得到的数字模3都余1,这种类型的Gray码本文称之为定向距离为1的Gray码;第3类中

后一个码字减去前一个码字得到的数字模3都余2,这种类型的Gray码本文称之为定向距离为2的Gray码.
Gray码除了在通信、硬件设计领域中应用以外,在计算机相关科学的其他方面也有广泛的应用[4-9].

对Gray码进行详细分类,并给出其生成算法,对Gray码的研究及更广泛的应用有着积极的作用.本文给出
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定向距离为d 的循环Gray码的定义,并给出了两种生成定向距离为d 的循环Gray码的方法.
本文中n,m,d 都是正整数,amodm 表示m 除a 的余数.
定义1(n维m 进制Gray码) 所有mn 个n维m 进制向量的一个排列称为(n,m)Gray码,此排列遵

循的规则是:任意两个相邻向量只有一个位置上的值不一样.若最后一个向量和第一个向量也只有一个位

置上的值不一样,则称此Gray码为(n,m)循环Gray码.
设m 是一个正整数,任意一个非负整数都可表示成一个m 进制的数.将一个m 进制的数看成一个向

量,则有下面的定义.
定义2(自然序) 将整数0,1,…,mn -1按顺序分别表示成长为n 的m 进制向量,就得到所有mn 个

n 维m 进制向量的一个排列,这个排列称为所有mn 个n 维m 进制向量的自然序.
定义3(定向距离) 对于a,b∈Zm ={0,1,…,m-1},定义从a到b的定向距离为(b-a)modm.

对U=(a1,a2,…,an),V=(b1,b2,…,bn)∈Zm
n,定义从向量U 到向量V 的定向距离为∑

n

i=1

(bi -

ai)modm.
定义4(定向距离为d 的Gray码) 一个(n,m)Gray码称为定向距离为d 的(n,m)Gray码,简称为

(n,m,d)Gray码,若此Gray码中任一向量到后一个向量的定向距离为d.若最后一个向量到第一个向量

的定向距离也为d,则称此Gray码为(n,m,d)循环Gray码.
对于m 进制Gary码来说,定向距离最大为m-1,最小为1,不可能出现定向距离为0的情形.下面我

们总假设d<m.
文献[5]将二进制Gray码的概念推广到m 进制Gray码,给出了一种生成m 进制Gray码的方法;文献

[6]给出m 进制自然序与m 进制Gray码(定向距离为1时)的转换方法,这也是利用自然序来生成定向距

离为1的Gray码的一种生成方法.本文对任意正整数d,考虑定向距离为d 的Gray码.

1 定向距离为d 的Gray码的存在性

首先证明下面的引理.
引理1 集合{dtmodm|t=0,1,…,m-1}包含m 个元当且仅当gcd(d,m)=1.
证  当gcd(d,m)=1时,若存在0≤t1<t2≤m-1使得dt1modm=dt2modm 成立,则有m 整

除d(t2-t1),因此m 整除(t2-t1),但这是不可能的,因为0<t2-t1 <m.
当gcd(d,m)>1时,设m=qgcd(d,m),则1≤q<m,而dqmodm=0.此时形如

dtmodm,t=0,1,…,m-1
的元中至少有两个相同:0和qdmodm.

定理1 当gcd(d,m)>1时不存在(n,m,d)Gary码.
证  当gcd(d,m)>1时,由引理1知,集合{dtmodm|t=0,1,…,m-1}包含元素的个数少

于m,即从0到m-1的数字不可能全部出现.而(n,m,d)Gray码若排成一个矩阵,则每一列上的数字

都要包含从0到m-1这m 个数字,否则矩阵的行数将少于qk.所以当gcd(d,m)>1时不存在(n,m,

d)Gray码.
下面利用递归的方法来构造(n,m,d)循环Gray码.由定理1,我们假设gcd(d,m)=1.
定义G(1,m,d)=(0,d,2dmodm,…,(m-1)dmodm)T,则由引理1知G(1,m,d)是(1,m,

d)循环Gray码.
对0≤i≤m-1,定义G(i)(1,m,d)如下:

G(i)(1,m,d)=((m-i)dmodm,(m-i+1)dmodm,…,(m-i-1)dmodm)T

由于G(1,m,d)是(1,m,d)循环Gray码,所以G(i)(1,m,d)也是(1,m,d)循环Gray码.

对整数j,t,记jt=(j,j,…,j
􀮣 􀮥􀮤􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁t

)T.令
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G(2,m,d)=

0m G(0)(1,m,d)

dm G(1)(1,m,d)
︙ ︙

((m-1)dmodm)m G(m-1)(1,m,d)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

若G(2,m,d)中相邻的两行同时出现在子阵((dtmodm)m,G(t)(1,m,d))中,其中0≤t≤m-1,

则这两行的第一个分量都为dtmodm,而它们的第二个分量则是G(t)(1,m,d))中的相邻两行,故这两

行的定向距离是d.若G(2,m,d)中相邻的两行一个是子阵((dtmodm)m,G(t)(1,m,d))的最后一

行,另一个是子阵((d(t+1)modm)m,G(t+1)(1,m,d))的第一行,则它们的第二个分量都为(m -t-
1)modm,而它们的第一个分量分别是dtmodm 和d(t+1)modm,因此这两行的定向距离为(d(t+1)-
dt)modm=d,所以G(2,m,d)是(2,m,d)循环Gray码.

对0≤i≤m-1,定义G(i)(2,m,d)如下:

G(i)(2,m,d)=

((m-i)dmodm)m G(0)(1,m,d)
((m-i+1)dmodm)m G(1)(1,m,d)
((m-i+2)dmodm)m G(2)(1,m,d)

︙ ︙
((m-i-1)dmodm)m G(m-1)(1,m,d)
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显然G(0)(2,m,d)=G(2,m,d).可以验证G(i)(2,m,d)是(2,m,d)循环Gray码.令

G(3,m,d)=

0m2 G(0)(2,m,d)

dm2 G(1)(2,m,d)

︙ ︙
((m-1)dmodm)m2 G(m-1)(2,m,d)
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对0≤i≤m-1,定义G(i)(3,m,d)如下:

G(i)(3,m,d)=

((m-i)dmodm)m2 G(0)(2,m,d)

((m-i+1)dmodm)m2 G(1)(2,m,d)

((m-i+2)dmodm)m2 G(2)(2,m,d)

︙ ︙
((m-i-1)dmodm)m2 G(m-1)(2,m,d)
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可以验证G(i)(3,m,d)是(3,m,d)循环Gray码.
对0≤i≤m-1,若m 个(n-1,m,d)循环Gray码G(i)(n-1,m,d)已经得到,其中G(n-1,

m,d)=G(0)(n-1,m,d),令

G(n,m,d)=

0mn-1 G(0)(n-1,m,d)

dmn-1 G(1)(n-1,m,d)

︙ ︙
((m-1)d modm)mn-1 G(m-1)(n-1,m,d)
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则同样可以验证G(n,m,d)是(n,m,d)循环Gray码.
例1 对m=3,d=2,按上面的方法得(1,3,2)Gray码和G(1)(1,3,2),G(2)(1,3,2):

G(0)(1,3,2)=(0 2 1)T

G(1)(1,3,2)=(1 0 2)T

G(2)(1,3,2)=(2 1 0)T

进而又可得(2,3,2)Gray码如下:
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G(0)(2,3,2)=

03 G(0)(1,3,2)

23 G(1)(1,3,2)

13 G(2)(1,3,2)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=
0 0 0 2 2 2 1 1 1
0 2 1 1 0 2 2 1 0
æ

è
ç

ö

ø
÷

T

G(1)(2,3,2)=

13 G(0)(1,3,2)

03 G(1)(1,3,2)

23 G(2)(1,3,2)
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1 1 1 0 0 0 2 2 2
0 2 1 1 0 2 1 0 2
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G(2)(2,3,2)=

23 G(0)(1,3,2)

13 G(1)(1,3,2)

03 G(2)(1,3,2)
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=
2 2 2 1 1 1 0 0 0
0 2 1 1 0 2 2 1 0
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再由G(2,3,2)=G(0)(2,3,2),G(1)(2,3,2)和G(2)(2,3,2)又可得到表1中第3类的G(3,3,2).
文献[6]中研究的Gray码是本文的一个特例:(n,m,1)循环Gray码.

2 直接生成G(n,m,d)的一个算法

第1节给出的构造G(n,m,d)的方法是个递归的方法,效率较低,在实际应用中不方便.本节给出一

个直接的方法.
算法1 DirectionalGrayCodeGen(n,m,d)
输入:整数m ≥2,n≥1,1≤d<m 且gcd(d,m)=1
输出:mn ×n 矩阵G
  (g1,g2,…,gn)← (0,0,…,0)1×n//1×n 零矩阵

  G ← (g1,g2,…,gn)

  (b1,b2,…,bn)← (m-1,m-1,…,m-1)1×n//计数器向量初始化

  p=n//指针初始化

  while(b1,b2,…,bn)≠ (0,0,…,0)1×ndo

   whilebp =0andp>1do
    p=p-1//指针左移一位

   endwhile
   gp ← (gp +d)(modm)

   RowAppend(g1,g2,…,gn)toG
   bp ←bp -1//p 位的计数器减1
   ifp<nthen
    (bp+1,…,bn)← (m-1,…,m-1)1×(n-p)//还原p+1到n 位的计数器

    p=n//指针复位

   endif
  endwhile
returnG
定理2 设m,n 和d 都是正整数.若1≤d<m,则算法1生成G(n,m,d).
证  当n=1时,易知算法1生成G(1,m,d).当(g1)初始化为G(0)(1,m,d)的最后一个行向量

((m -1)dmodm)时,算法生成G(1)(1,m,d).一般地,当(g1)初始化为G(i)(1,m,d)的最后一个行

向量((m-i-1)dmodm)时,算法生成G(i+1)(1,m,d).设n>1,假设当n-1,且对0≤i<m-
1,(g1,…,gn-1)初始化为G(i)(n-1,m,d)的最后一个行向量时,算法生成G(i+1)(n-1,m,d).

对输入n,m,d,随着算法1的运行,当计数器向量由初始值(m-1,m-1,…,m-1)n 顺序变为(m-1,
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0,…,0)1×n 时,由归纳假设,算法1将生成(0mn-1,G(0)(n-1,m,d)).由于(m-1,0,…,0)n≠(0,0,…,

0)1×n,外部的while循环将继续进行.此时p=2,经过内部的while循环后p=1.此时算法将当前向量,即

(0mn-1,G(0)(n-1,m,d))的最后一个行向量,(0,g2,…,gn)的第一个分量加d,生成新的当前向量

(d,g2,…,gn).之后计数器向量的第一个分量变为m-2,后面的分量还原,计数器向量更新为(m-2,

m-1,…,m-1)1×n.由于(g2,…,gn)是G(0)(n-1,m,d)的最后一个行向量,在经过外部while的

mn-1-1次循环后算法将生成(dmn-1,G(1)(n-1,m,d)).此时的计数器向量为(m-2,0,…,0)1×n.这

样,经过两轮的mn-1 次while循环,算法内部的G 为

G=
0mn-1 G(0)(n-1,m,d)

dmn-1 G(1)(n-1,m,d)
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再经过一次循环,计数器向量更新为(m-3,m-1,…,m-1)1×n,而当前向量为

(2dmodm,g2,…,gn-1)

其中(g2,…,gn)是G(1)(n-1,m,d)的最后一个行向量.

一般地,对1≤i≤m-1,经过i轮的mn-1 次while循环,算法内部的G 为

G=

0mn-1 G(0)(n-1,m,d)

dmn-1 G(1)(n-1,m,d)

︙ ︙
((i-1)dmodm)mn-1 G(i-1)(n-1,m,d)
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再经过一次循环,计数器向量更新为(m-i-1,m-1,…,m-1)1×n,而当前向量为

(idmodm,g2,…,gn)

其中(g2,…,gn)是G(i-1)(n-1,m,d)的最后一个行向量.由归纳假设,经过又一轮mn-1次while循环,

算法将生成((idmodm)mn-1,G(i)(n-1,m,d)).因此经过m 轮的mn-1 次while循环,算法将生成

G=

0mn-1 G(0)(n-1,m,d)

dmn-1 G(1)(n-1,m,d)

︙ ︙
((m-1)dmodm)mn-1 G(m-1)(n-1,m,d)
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此时的计数器向量为(0,0,…,0)1×n,满足while循环的终止条件,算法输出G,而G=G(n,m,d).
表2是输入m=4,n=3,d=3时的一个例子.

表2 (3,4,3)循环Gray码G(3,4,3)

b1b2b3 g1g2g3 b1b2b3 g1g2g3 b1b2b3 g1g2g3 b1b2b3 g1g2g3 b1b2b3 g1g2g3

333 000 302 012 211 330 120 212 023 121
332 003 301 011 210 333 113 202 022 120
331 002 300 010 203 323 112 201 021 123
330 001 233 310 202 322 111 200 020 122
323 031 232 313 201 321 110 203 013 112
322 030 231 312 200 320 103 233 012 111
321 033 230 311 133 220 102 232 011 110
320 032 223 301 132 223 101 231 010 113
313 022 222 300 131 222 100 230 003 103
312 021 221 303 130 221 033 130 002 102
311 020 220 302 123 211 032 133 001 101
310 023 213 332 122 210 031 132 000 100
303 013 212 331 121 213 030 131
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3 结束语

本文提出定向距离为d(≥1)的概念,并给出了两个生成定向距离为d的循环Gray码的方法,其中一

个是用递归的方法生成G(n,m,d),但递归的方法效率较低,实际使用起来不够方便,本文又给出直接生

成G(n,m,d)的算法,对于任意d,只要满足算法的条件,都能生成定向距离为d的Gray码.对于每一种

方法,后面都有详细的例子可供理解.
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