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摘要:本文运用一个关于后项紧的拉回吸引子的存在性定理,证明了非自治的 Kuramoto-Sivashinsky方程在外力

项是后项λ 缓增有限的假设条件下存在一个唯一的后项紧的拉回吸引子.后项一致Gronwa引理是证明相应系统

的后项渐进紧性的关键.
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由文献[1]知非自治动力系统所产生的拉回吸引子A={A(t)}t∈R 是一时间依赖的,紧的,不变的和拉

回吸引的一个集族,即对∀t∈R,A(t)是紧的,不变的和拉回吸引的,但这类研究没有体现非自治动力系

统关于时间依赖的独特性,因此在本文中我们将研究拉回吸引子在过去的时间内的并(即∪
s≤t

A(s))的紧性,

我们称之为拉回吸引子A 的后项紧性.目前仅有文献[2]对拉回吸引子的后项紧性进行了研究,并且文献

[2]已经建立了完善的存在性理论,我们将用这一理论证明非自治项的Kuramoto-Sivashinsky方程有一个

唯一的后项紧的拉回吸引子.

1 后项紧的拉回吸引子的定义与存在性定理

定义1 若定义在Banach空间X 上的一族映射S(t,s):X →X,∀t≥s满足对于任意的t≥r≥
s有S(s,s)=idx,S(t,s)=S(t,r)S(r,s),则称S(·,·)是一个非自治的过程.

定义2 设A={A (t)}t∈R 是Banach空间X 中的一个非自治集,若对任意的t∈R,∪
s≤t

A(s)是紧的,

则称A 在X 中是后项紧的.若对任意的t1,t2∈R,当t1≤t2 时,有A (t1)⊂A (t2),则称A 是单调递增

的.
定义3 设S(·,·)和A={A (t)}t∈R 分别是定义在Banach空间X 上的一个非自治过程和非自治集,

若满足:

A 是后项紧的,即对 ∀t∈R,∪
s≤t

A(s)在X 中是紧的;

A 是不变的,即S(t,τ)A(τ)=A(t),t≥τ;
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A 是拉回吸引的,即对于X 中每个有界集D,有

lim
τ→+∞

distX(S(t,t-τ)D,A(t))=0   ∀t∈R

其中distX(A,B )=sup
a∈A
inf
b∈B
‖a-b‖X 是Hausdorff 半距离,则称A 是一个关于非自治过程S(·,·)的

后项紧的拉回吸引子.
下面我们引用文献[1]中的一个存在性定理:
定理1 设S(·,·)是定义在Banach空间X 上的一个非自治过程.若满足

S(·,·)在X 上有一个单调递增的有界的闭的吸收集K={K(t)}t∈R;

S(·,·)是后项渐进紧的:{S(sn,sn -τn)xn}∞n=1 在X 的拓扑下有一个收敛子列,这里,t∈R,sn ≤
t,τn →+∞ 当n→+∞,xn 是L2 中的有界列;
则S(·,·)有一个后项紧的拉回吸引子A={A(t)}t∈R,其中

A(t)=ωX(K(t),t)=∩
τ0>0

∪
τ≥τ0

S(t,t-τ)K(t)X   t∈R (1)

2 非自治的Kuramoto-Sivashinsky方程的后项紧的拉回吸引子

讨论如下具有初边值条件的非自治的Kuramoto-Sivashinsky方程的后项紧的动力学行为
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对于ν和非自治项g 我们有如下假设:
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(F1)g∈L2
loc(R,L2(Ω));

(F2)外力项是后项λ 缓增有限的:

M(t)=sup
s≤t∫
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-∞
eλ
(r-s)‖g(r,·)‖2Ldr (3)
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下面我们给出本文所讨论的函数空间并定义相应的内积与范数,定义

L={u:u∈L2(Ω),∫Ω
u(x)dx=0}

H =H2
per(Ω)∩L

下面分别定义在L 和H 上的内积与范数:

(u,v)L =∫Ω
uvdx,‖u‖2L =(u,u)L   ∀u,v ∈L

(u,v)H =∫I
D2uD2vdx,‖u‖2H =(u,u)H   ∀u,v ∈H

由文献[3]可知,由Galevkin逼近法,我们容易证明对于每一个u0∈L,s∈R,K-S方程(2)在假设F1
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下是适定的,即使方程(2)有唯一的解u(·,s,u0)∈C([s,+∞),L)∩L2
loc([s,+∞),H),因此我们

可以定义一个非自治过程S(·,·):L →L,即

S(t,s)u0=u(t,s,u0)   t>s∈R (4)

或

S(t,t-τ)u0=u(t,t-τ,u0)   t∈R,τ≥0 (5)

  本文主要结论.
  定理2 在L 中,非自治的Kuramoto-Sivashinsky方程(2)在假设(F0)-(F2)下有一个单调递增的

有界的吸收集K={K(t)}t∈R,这里K(t)由(12)式给出,且有唯一的后项紧的拉回吸引子A={A(t)}t∈R,
其中

A(t)=ωX(K(t),t)=∩
τ0>0

∪
τ≥τ0

S(t,t-τ)K(t)X   t∈R (6)

2.1 非自治的Kuramoto-Sivashinsky方程在L 上有一个增的有界的吸收集

这一小节将证明前面(4),(5)式中定义的过程S(·,·):L →L 在假设(F0)-(F2)下有一个增的有

界吸收集.
下面我们先给出在空间L 上的一个后项估计.

引理1 若假设(F0)-(F2)成立,则对于每一个R>0和t∈R,存在一个τ1=
lnR
α >0,使得当

τ≥τ1 和u0 ∈N(0,R)⊂L 时,有

sup
s≤t
‖u(s,s-τ,u0)‖2L ≤1+

ν
2 M(t) (7)

sup
s≤t∫

s
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eλ
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  证  让方程(2)与u 在L 上作内积并注意到

(u,ut)L =
1
2
d
dt‖u‖L

(D4u,u)L =(D2u,D2u)L =(u,u)H =‖u‖2H
(D2u,u)L =-(Du,Du)L =-‖Du‖2L

(u,uDu)L =∫Ω
u2du=-2∫Ω

u2Dudx=-2(u,uDu)L⇒(u,Du)L =0

于是得到

d
dt‖u‖

2
L +2ν‖u‖2H -2‖Du‖2L =2(g,u)L

由Young不等式可知:

2‖Du‖2L =2(Du,Du)L =-2(u,D2u)L ≤2‖u‖L‖D2u‖L =

2‖u‖L‖u‖H ≤
ν
2‖u‖

2
H +

2
ν‖u‖

2
L

由Poincare不等式可知

‖u‖2L ≤
1
λ1
‖Du‖2L ≤

1
λ21
‖D2u‖2L =

1
λ21
‖u‖2H

这里λ1 是算子-D2 的首特征值,由Young不等式知
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进一步结合文献[3]中的结果λ1=
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由假设(F0)可知λ>0且令
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对(10)式在[s-τ,s](s≤t)上用Gronwall不等式可知

‖u(s,s-τ,u0)‖2L +C0∫
s

s-τ
eλ
(r-s)(‖u(r,s-τ,u0)‖2L +‖u(r,s-τ,u0)‖2H)dr≤

e-λτ‖u0‖2L +
ν
2∫

s

s-τ
eλ
(r-s)‖g(r,·)‖2Ldr (11)

取

τ1=
lnR
α >0

则当τ≥τ1 和u0 ∈N(0,R)⊂L 时有

sup
s≤t
‖u(s,s-τ,u0)‖2L +C0sup

s≤t∫
s

s-τ
eλ
(r-s)(‖u(r,s-τ,u0)‖2L +‖u(r,s-τ,u0)‖2H)dr≤

1+
ν
2sups≤t∫

s

-∞
eλ
(r-s)‖g(r,·)‖2Ldr=1+

ν
2 M(t)

这里M(t)由(9)式给出,这个不等式就是我们想要的(7)-(8)式,由假设(F2)知M(t)是一个关于时间

t的有限的增函数.证闭.
由引理1知(4),(5)式中的过程S(·,·):L →L 在假设(F0)-(F2)下有一个增的有界的吸收集.
定理3 若假设(F0)-(F2)成立,则(4),(5)式中的过程S(·,·):L →L 在L 中有一个增的有界

的吸收集K={K(t)}t∈R,这里,

K(t)={w ∈L:‖w‖2H1 ≤1+
ν
2 M(t)}   t∈R (12)

  证  由假设(F2)知M(t)是一个关于时间t的有限的增函数,于是由引理1知K={K(t)}t∈R 是一个

增的有界的吸收集.
2.2 非自治的Kuramoto-Sivashinsky方程在H 上的后项估计

我们将利用上面引理1的结果(7)-(8)式来得到方程在H 空间上的一个后项估计,我们先介绍一个具

有非自治形式的后项的一致Gronwa引理,其证明与文献[4]的证明完全类似,因此我们省略了证明.为了

计算方便,我们认为c是可能改变的正常数.
引理2 后项的一致Gronwa引理:若y,h1,h2 是3个正的局部可积的函数,对于每个t∈R,y'在[s

-τ,s](s≤t,τ≥0)上是可积的且它们满足:

dy
dr ≤h1(r)y+h2(r)

其中r∈ [s-τ,s],s≤t,τ≥0则对于σ∈ (0,τ),有

sup
s≤t

y(s)≤
1
σsups≤t

b3(s)+sup
s≤t

b2(s)
æ
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(s)
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这里,

bi(s)=:∫
s

s-σ
hi(r)dr(i=1,2),b3(s)=:∫

s

s-σ
y(r)dr

引理3 若假设(F0)-(F2)成立,则对于每一个R>0和t∈R,存在一个τ1=
lnR
α >0,使得当τ≥τ1

和u0 ∈N(0,R)⊂L 时,有

sup
s≤t
‖u(s,s-τ,u0)‖2H ≤ceλt(1+M(t))ece

λt(1+M(t)) (13)

其中,

M(t)=sup
s≤t∫

s

-∞
eλ
(r-s)‖g(r,·)‖2Ldr< ∞

  证  让方程(2)与D4u 在L 上做内积可知

d
dt‖u‖

2
H +2ν‖D4u‖2L +2(D2u,D4uL)+2(uDu,D4u)L =2(g,D4u)L (14)

类似于文献[3]的做法,由Young不等式和插值不等式知,

|2(D2u,D4uL)|+|2(uDu,D4u)L|+|2(g,D4u)L|≤
2‖u‖H‖D4u‖L +c1‖u‖L‖u‖H‖D4u‖L +2‖g‖L‖D4u‖L ≤
2ν‖D4u‖2L +c‖u‖2H +c‖u‖2L‖u‖2H +c‖g(t,·)‖2L ≤
2ν‖D4u‖2L +c(1+‖u‖2L)‖u‖2H +c‖g(t,·)‖2L (15)

由(14)-(15)式知

d
dt‖u‖

2
H ≤c(1+‖u‖2L)‖u‖2H +c‖g(t,·)‖2L (16)

把引理2中的后项一致Gronwa引理(t∈R固定,σ=1,τ>2,s≤t)应用到(16)式知

sup
s≤t
‖u(s,s-τ,u0)‖2H ≤ (sup

s≤t
B3(s)+sup

s≤t
B2(s))esups≤tB1(s)

这里,

sup
s≤t

B1(s)=:csup
s≤t∫

s

s-1
1+‖u(r,s-τ,u0)‖2Ldr

sup
s≤t

B2(s)=:csup
s≤t∫

s

s-1
‖g(r,·)‖2Ldr

sup
s≤t

B3(s)=:sup
s≤t∫

s

s-1
‖u(r,s-τ,u0)‖2Hdr

于是当τ≥max(2,τ1)时,由(8)-(9)式有

sup
s≤t

B1(s)+sup
s≤t

B2(s)+sup
s≤t

B3(s)≤

c+csup
s≤t∫

s

s-1
‖u(r,s-τ,u0)‖2L +‖u(r,s-τ,u0)‖2H +‖g(r,·)‖2Ldr≤

c+ceλtsup
s≤t∫

s

s-τ
eλ
(r-s)(‖u(r,s-τ,u0)‖2L +‖u(r,s-τ,u0)‖2H +‖g(r,·)‖2L)dr≤

ceλt(1+M(t))
于是

sup
s≤t
‖u(s,s-τ,u0)‖2H ≤ceλt(1+M(t))ece

λt(1+M(t))

证闭.
定理4 若假设(F0)-(F2)成立,则(4),(5)式中定义的过程S(·,·):L →L 在L 上是后项渐进

紧的.
证  为了证S(·,·):L →L 在L 上是后项渐进紧的,我们只需证明{S(sn,sn -τn)u0,n}∞n=1 在L
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的拓扑下有一个收敛子列,其中,t∈R是固定的,R >0,sn ≤t,τn →+∞ 当n→+∞ 和u0,n ∈N(0,

R)⊂L.因为τn →+∞ 当n→+∞,所以存在一个n0>0使得当n≥n0 时有τn ≥max(2,τ1)(τ1 在引

理1中),于是由引理3知{S(sn,sn-τn)u0,n}∞n=n0
在H 中是有界的,由Sobolev紧嵌入H →L知{S(sn,

sn -τn)u0,n}∞n=n0
在L 中是相对紧的.于是{S1(sn,sn-τn)u0,n}∞n=n0

在L 的拓扑下有一个收敛子列.证闭.
本文结论即定理2的证明.
证  由定理3和定理4知定理1中的条件满足,于是定理2成立.
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