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摘要:研究了带非正定临近正则项的乘子交替方向法(ADMM)的收敛速度.通过引入松弛因子改进拉格朗日乘子

的迭代步长,并在适当的参数条件下建立了带非正定临近正则项的ADMM在遍历意义下的收敛速率.
关 键 词:凸规划问题;交替方向法;非正定临近项;收敛速率

中图分类号:O224    文献标志码:A    文章编号:1673 9868(2018)03 0101 08

本文考虑解决以下的一类线性约束凸优化问题

min{θ1(x)+θ2(y)|Ax+By=b,x∈X,y∈Y} (1)

其中:θ1(x):Rn1 →R,θ2(y):Rn2 →R是凸函数(但不一定光滑);矩阵A∈Rm×n1,B∈Rm×n2;向量

b∈Rm;X⊂Rn1 与Y⊂Rn2 是给定的闭凸集.在本文中,假设问题(1)的解集是非空的.将问题(1)的增广

Lagrange函数定义为

L2
β(x,y,λ)=θ1(x)+θ2(y)-λT(Ax+By-b)+β

2‖Ax+By-b‖2

其中:λ ∈Rm 为Lagrange乘子,β>0为罚因子.
经典的乘子交替方向法(ADMM)主要是为了解决带约束的凸优化问题,最先在20世纪70年代中期由

文献[1-2]提出.ADMM被广泛地应用于各个领域,如机器学习、图像处理、统计学习、无线网络等方面.
原始的ADMM形式如下:

(ADMM)
xk+1=argmin{L2

β(x,yk,λk)|x∈X}

yk+1=argmin{L2
β(xk+1,y,λk)|y∈Y}

λk+1=λk -β(Axk+1+Byk+1-b)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2)

运行ADMM(2)时,为了能够求得唯一的点(xk+1,yk+1),通常通过增加一个平方临近项来正则化(2)式的

子问题.不失一般性,可以只讨论正则化ADMM(2)第二步子问题的情形.文献[3-4]将算法进一步改进

成下面的形式:

(PD-ADMM)

xk+1=argmin{L2
β(x,yk,λk)|x∈X}

yk+1=argmin{L2
β(xk+1,y,λk)+

1
2‖y-yk‖2D|y∈Y}

λk+1=λk -β(Axk+1+Byk+1-b)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(3)
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其中D ∈Rn2×n2 为正定矩阵.通常,在很多文献中都会要求矩阵D 必须要满足正定性,在(3)式中,

1
2‖y-yk‖2

D 就是添加的平方临近项.另外,也可以考虑对ADMM(2)的第一、二步都进行正则化的

情形,可以参考文献[5].进一步,文献[6]提出,PD-ADMM(3)中的矩阵D 可以不满足正定性,若

取 D=τγIn2 -βBTB,其中γ>β‖BTB‖,τ∈ (0,1),显然D 此时不一定正定.此时,平方正则项

1
2‖y-yk‖2

D 在目标函数中所占比重减少,y 的迭代步长变大.特别地,文献[6]说明了当取τ=0.

8时为最佳值,并且证明了τ=0.8时算法的收敛性及其在遍历意义下的收敛速率.另一方面,文献

[7]对原始的增广拉格朗日算法(ALM)进行了一些改进,扩大了生成Lagrange乘子λ的步长,从而加

快收敛速度.与文献[6]类似,文献[7]中还提出了平方临近项中的矩阵D 可以为非正定的矩阵,即

把原始的 ALM 改进为

(PIDP-ALM)
xk+1=argmin{L(x,λk)+

1
2‖x-xk‖2D0|x∈X}

λk+1=λk -γβ(Axk+1-b),γ∈ (0,2)

ì

î

í

ïï

ïï

(4)

其中:D0= D-(1-τ)βATA,τ∈ (0,1),D∈Rl 是任意给定的正定矩阵;Lagrange函数L(x,λ)=

θ(x)-λT(Ax-b).文献[1]中确定当系数τ和γ满足数量关系τ>
2+γ
4

时,算法PIDP-ALM(4)仍然

保持收敛性.
受文献[6-7]的启发,本文考虑将文献[6]中带有非正定正则项的ADMM算法进行改进,引入松弛变

量γ,对生成Lagrange乘子λ 的子问题步长进行调整.本文将讨论如下算法1:

xk+1=argmin{L2
β(x,yk,λk)|x∈X}

λk+1=λk -γβ(Axk+1+Byk -b)

yk+1=argmin{L2
β(xk+1,y,λk+1)+

1
2‖y-yk‖2D0|y∈Y}

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(5)

其中:D0=D-(1-τ)βBTB,D∈Rl 是任意给定的正定矩阵,τ∈
1+β
2β

,1é

ë
êê

ö

ø
÷ ;松弛变量γ∈ 0,

2
1+β

æ

è
ç

ù

û
úú .

另外在本文中设罚参数β>1且为一固定值.相对于文献[6],本文中对生成Lagrange乘子λ的子问题引入

松弛变量γ,使得对偶变量的迭代步长范围变大,更具有一般性,在理论上有更好的计算性能,并且非正定

矩阵D0 中的系数τ,松弛变量γ 与罚参数β 之间产生了相互约束的作用.

1 预备知识

本节将回顾一些本文所涉及的主要理论基础知识.
在X×Y×Rm 上定义问题(1)的Lagrange函数

L(x,y,λ)=θ1(x)+θ2(y)-λT(Ax+By-b)

其中λ ∈Rm 为Lagrange乘子.点((x*,y*),λ*)若满足

Lλ∈Rm(x*,y*,λ)≤L(x*,y*,λ*)≤Lx∈X,y∈Y(x,y,λ*)

则被称为Lagrange函数的鞍点.鞍点问题等价于下面的变分不等式组:

x* ∈X,θ1(x)-θ1(x*)+(x-x*)T(-ATλ*)≥0 ∀x∈X

y* ∈Y,θ2(y)-θ2(y*)+(y-y*)T(BTλ*)≥0 ∀y∈Y

λ* ∈Rm,(λ-λ*)T(Ax* +By* -b)≥0 ∀λ∈Rm

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(6)

如果记
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Ω=X×Y×Rm

以及

u=
x

y

æ

è
çç

ö

ø
÷÷    θ(u)=θ1(x)+θ2(y),ω=

x

y
λ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
   F(ω)=

-ATλ

-BTλ

Ax+By-b

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

(7)

问题(6)可以写成变分不等式

ω* ∈Ω,θ(u)-θ(u*)+(ω-ω*)TF(ω*)≥0   ∀ω ∈Ω (8)

将问题(8)的解集记作Ω*.定义在(7)式中的算子F 是一个带有斜对称矩阵的仿射单调算子,并且对于任

意的ω,ω ∈Ω 有

(ω-ω)T(F(ω)-F(ω))=

(ω-ω)T
-AT(λ-λ)

-BT(λ-λ)

A(x-x)+B(y-y)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

=

x-x

y-y

λ-λ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

T -AT(λ-λ)

-BT(λ-λ)

A(x-x)+B(y-y)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

=

-(x-x)TAT(λ-λ)-(y-y)TBT(λ-λ)+(λ-λ)TA(x-x)+(λ-λ)TB(y-y)=0

  引理1[6] 设X⊂Rn 是一个闭凸集合,θ(x)和f(x)是定义在X上的凸函数.若函数f是可微的,且

问题min{θ(x)+f(x)|x ∈X}的解集是非空的.则有

x* ∈argmin{θ(x)+f(x)|x∈X}

当且仅当存在x* ∈X,θ(x)-θ(x*)+(x-x*)T∇f(x*)≥0,∀x ∈X.

2 算法1的预估校正形式

本节将用预估校正方法解释算法1,这样的形式有助于在后文中对算法的收敛速率进行分析.首先定义

v=
y
λ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,V=Y×Rm,V* ={(y*,λ*)|(x*,y*,λ*)∈Ω*}

由引理1知算法1的子问题可以分别写作

xk+1 ∈X

θ1(x)-θ1(xk+1)+(x-xk+1)T[-ATλk +βAT(Axk+1+Byk -b)]≥0,∀x∈X (9)

和

yk+1 ∈Y

θ2(y)-θ2(yk+1)+(y-yk+1)T[-BT(λk+1-β(Axk+1+Byk+1-b))+D0(yk+1-yk)]≥0,∀y∈Y
(10)

对于给定的(yk,λk)算法1生成了(xk+1,yk+1),分别定义x􀮨k =xk+1,y􀮨k =yk+1,以及辅助变量

λ􀮨k:=λk -β(Axk+1+Byk -b) (11)

因此不等式(9)可以写作

x􀮨k ∈X,θ1(x)-θ1(x􀮨k)+(x-x􀮨k)T(-ATλ􀮨k)≥0,∀x∈X (12)

另外,由λk+1,λ􀮨k 和yk+1 的定义,有

λk+1-β(Axk+1+Byk+1-b)=

λk -γβ(Axk+1+Byk -b)-β(Axk+1+Byk -b)-βB(yk+1-yk)=

λk -β(Axk+1+Byk -b)-γ(λk -λ􀮨k)-βB(y􀮨k -yk)=
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λ􀮨k -γ(λk -λ􀮨k)-βB(y􀮨k -yk)

则不等式(10)可以写为

y􀮨k ∈Y

θ2(y)-θ2(y􀮨k)+(y-y􀮨k)T[-BTλ􀮨k +γBT(λk -λ􀮨k)+(βBTB+D0)(y􀮨k -yk)]≥0,∀y∈Y(13)

由λ􀮨k 的定义,有

(Ax􀮨k +By􀮨k -b)-B(y􀮨k -yk)+
1
β
(λ􀮨k -λk)=0 (14)

联立(12)-(14)式,可以得到:

θ(u)-θ(u􀮨k)+

x-x􀮨k

y-y􀮨k

λ-λ􀮨k

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

T -ATλ􀮨k

-BTλ􀮨k

Ax􀮨k +By􀮨k -b

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

-

(βBTB+D0)(yk -y􀮨k)-γBT(λk -λ􀮨k)

-B(yk -y􀮨k)+
1
β
(λk -λ􀮨k)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ü

þ

ý

ïï

ïï
≥0   ∀ω ∈Ω (15)

由(7)式中的定义,(15)式等价于变分不等式

ω􀮨k ∈Ω,θ(u)-θ(u􀮨k)+(ω-ω􀮨k)TF(ω􀮨k)≥ (v-v􀮨k)TQ(vk -v􀮨k)   ∀ω ∈Ω (16)

其中

Q=
βBTB+D0 -γBT

-B 1
β
Im

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

τβBTB+D -γBT

-B 1
β
Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

(17)

另一方面,由λk+1,λ􀮨k 和yk+1 的定义,有

yk+1=yk -(yk -y􀮨k)

λk+1=λk -γ(Axk+1+Byk -b)=λk -γ(λk -λ􀮨k)

因此,有

vk+1=vk -M(vk -v􀮨k) (18)

其中

M =
In2 0

0 γIm

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ (19)

由上面的内容可知,算法1从理论上可以看作是分为两个阶段的.第一步由变分不等式(16)生成一个预测

点(y􀮨k,λ􀮨k);第二步再通过(18)式对(y􀮨k,λ􀮨k)进行校正,生成新的迭代点(yk+1,λk+1).

3 遍历意义下的收敛速率

本节将分析算法1在遍历意义下的收敛速率.首先给出以下的几个引理:

引理2 设定义在(1)式中的矩阵B 是列满秩的,罚参数β>1.定义矩阵

H =
τβBTB+D -BT

-B 1
γβ

Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

则

HM =Q (20)
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另外,当τ∈
1+β
2β

,1é

ë
êê

ö

ø
÷ ,γ∈ 0, 2

1+β
æ

è
ç

ù

û
úú 时,有H ≻0.

证  由(17)式和(19)式,有

HM =
τβBTB+D -BT

-B 1
γβ

Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

In2 0

0 γIm

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=

τβBTB+D -γBT

-B 1
β
Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
=Q

等式(20)立即证得.
另一方面,

H =
τβBTB+D -BT

-B 1
γβ

Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
=

τβBTB -BT

-B 1
γβ

Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
+

D 0

0 0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

并且D 为正定矩阵.因此,若矩阵
τβBTB -BT

-B 1
γβ

Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
为正定矩阵,则 H 一定正定.矩阵

τβBTB -BT

-B 1
γβ

Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
=

BT 0

0 Im

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

τβIm -Im

-Im
1
γβ

Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

B 0

0 Im

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

由假设矩阵B 是列满秩的,因此只需

τβIm -Im

-Im
1
γβ

Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
≻0

即

1
γ
(τ-γ)>0

由于γ∈ 0, 2
1+β

æ

è
ç

ù

û
úú ,只需τ>γ.对于任意固定的罚参数β>1,当τ∈

1+β
2β

,1é

ë
êê

ö

ø
÷ ,γ∈ 0, 2

1+β
æ

è
ç

ù

û
úú 时,

一定有τ>γ,因此有H ≻0.
定义对称矩阵G=QT+Q-MTHM,因为HM =Q,MTHM =MTQ,有

MTHM =
In2 0

0 γIm

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

τβBTB+D -γBT

-B 1
β
Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
=

τβBTB+D -γBT

-γB γ
β
Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

所以

G=QT+Q-MTHM =

2(τβBTB+D) -BT-γBT

-B-γB 2
β
Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
-

τβBTB+D -γBT

-γB γ
β
Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
=

τβBTB+D -BT

-B 2-γ
β

Im

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

(21)
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  引理3 设(ωk)为算法1所生成的序列,ω􀮨k 由(11)式定义,则有ω􀮨k ∈Ω 以及

θ(u)-θ(u􀮨k)+(ω-ω􀮨k)TF(ω)≥
1
2
(‖v-vk+1‖2H -‖v-vk‖2H)+

1
2
(vk -v􀮨k)TG(vk -v􀮨k)   ∀ω ∈Ω (22)

其中G 在(21)式中被定义.
由于证明过程与文献[6]中的引理2类似,故而省略.
如果矩阵G 是正定的,则由(22)式很容易推导出算法1的收敛性以及在遍历意义下的收敛速率.本文

需要处理的难点在于定义在(21)式中的矩阵G 不一定是正定的,为了解决这个问题,考虑寻找(vk -

v􀮨k)TG(vk -v􀮨k)的一个下界.
引理4 设(ωk)为算法1所生成的序列,ω􀮨k 由(11)式定义,则有

(vk -v􀮨k)TG(vk -v􀮨k)≥ ‖yk -yk+1‖2D +(τβ-
1
γ
)‖B(yk -yk+1)‖2+

2-γ
γ2β

-
1
γ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖λk -λk+1‖2 (23)

  证  由(21)式G 的定义和y􀮨k =yk+1,有

(vk -v􀮨k)TG(vk -v􀮨k)=τβ‖B(yk -yk+1)‖2+‖yk -yk+1‖2D +
2-γ
β
‖λk -λ􀮨k‖2-

2(λk -λ􀮨k)TB(yk -yk+1) (24)

而从

λ􀮨k =λk -β(Axk+1+Byk -b),λk+1=λk -γβ(Axk+1+Byk -b)

有

λk -λ􀮨k =β(Axk+1+Byk -b)=
1
γ
(λk -λk+1)

所以

2-γ
β
‖λk -λ􀮨k‖2=

2-γ
γ2β

‖λk -λk+1‖2 (25)

和

(λk -λ􀮨k)TB(yk -yk+1)=
1
γ
(λk -λk+1)TB(yk -yk+1) (26)

将(25)式和(26)式代入(24)式中,有

(vk -v􀮨k)TG(vk -v􀮨k)=τβ‖B(yk -yk+1)‖2+‖yk -yk+1‖2D +
2-γ
γ2β

‖λk -λk+1‖2-

2
γ
(λk -λk+1)TB(yk -yk+1) (27)

接下来处理(27)式右边的交叉项,由Cauchy-Schwarz不等式以及γ∈ (0,1)知

-
2
γ
(λk -λk+1)TB(yk -yk+1)≥-

1
γ‖λ

k -λk+1‖2-
1
γ‖B

(yk -yk+1)‖2 (28)

结合(27)式和(28)式,即可得到(23)式.
由引理3和引理4可以得到下面的引理:

引理5 设(ωk)为算法1所生成的序列,ω􀮨k 由(11)式定义,罚参数β >1,则对任意的τ ∈

1+β
2β

,1é

ë
êê

ö

ø
÷ ,γ∈ 0, 2

1+β
æ

è
ç

ù

û
úú 有
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θ(u)-θ(u􀮨k)+(ω-ω􀮨k)TF(ω)≥
1
2
(‖v-vk+1‖2H -‖v-vk‖2H)+

1
2‖y

k -yk+1‖2D +
1
2
(τβ-

1
γ
)‖B(yk -yk+1)‖2+

1
2
2-γ
γ2β

-
1
γ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖λk -λk+1‖2   ∀ω ∈Ω (29)

  证  (29)式可直接由(22)式和(23)式得到.
由(29)式,结合文献[6]中第6部分中关于IP-LADMM的收敛性证明过程,可类似推出算法1的收敛

性成立,故此处省略.
下面分析算法1在遍历意义下的收敛速率.
定理1 设(ωk)为算法1所生成的序列,ω􀮨k 定义在(11)式中,罚参数β >1,则对任意的τ ∈

1+β
2β

,1é

ë
êê

ö

ø
÷ ,γ∈ 0, 2

1+β
æ

è
ç

ù

û
úú 以及迭代次数t有

θ(u􀮨t)-θ(u)+(ω􀮨t-ω)TF(ω)≤
1
2t‖v-v1‖2H (30)

其中

ω􀮨t=
1
t
(∑

t

k=1
ω􀮨k)

  证  由(29)式,且其中φ(vk,vk+1)为非负函数,有

θ(u)-θ(u􀮨k)+(ω-ω􀮨k)TF(ω)≥
1
2‖v-vk+1‖2H -

1
2‖v-vk‖2H (31)

从k=1,2,…,t对(31)式进行求和,有

∑
t

k=1
θ(u􀮨k)-tθ(u)+(∑

t

k=1
ω􀮨k -tω)TF(ω)≤

1
2‖v-v1‖2H (32)

因为θ(·)是凸函数,并且

u􀮨t=
1
t
(∑

t

k=1
u􀮨k)

所以有

θ(u􀮨t)=
1
t
(∑

t

k=1
θ(u􀮨k))

结合(31)式,即可得到(30)式.
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