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一类渐近3 线性修正Schrödinger方程的正解①

雷 霞, 唐春雷, 吴行平

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:运用山路引理和Lions引理,通过变量替换,得到了一类修正Schrödinger方程

-Δu+V(x)u-Δ(u2)u=g(x,u)   x∈R3

正解的存在性.其中,当u→+∞ 时,g 是渐近3 线性的.
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考虑如下修正的Schrödinger方程:

-Δu+V(x)u-Δ(u2)u=g(x,u) x∈R3

u∈H1(R3){ (1)

其中V ∈C(R3,R),g∈C(R3×R,R),并且满足以下条件:
(V0)inf

x∈R3
V(x)>0;

(V1)lim
|x|→∞

V(x)=sup
x∈R3

V(x)< ∞;

(g1)当t≥0时,g(x,t)≥0;当t<0时,g(x,t)≡0;

(g2)lim
t→0+

g(x,t)
t =0关于x ∈R3 一致成立;

(g3)存在h∈C(R,R),l>Λ,使得:

lim
|x|→∞

g(x,t)=h(t)   lim
t→+∞

g(x,t)
t3 =l

关于x ∈R3 一致成立,并且:

g(x,t)≥h(t)   g(x,t)≢h(t)

Λ=inf∫R3
(|∇u|2+V(x)u2)dx:u∈H1(R3)\{0},∫R3

u2dx=1{ }

  (g4)对任意的t>0,x ∈R3,有1
4g
(x,t)t-G(x,t)≥0,其中G(x,t)=∫

t

0
g(x,s)ds.

近年来,有很多学者对方程(1)近行了广泛的研究,得到了方程解的存在性和多重性(文献[1-7]).
文献[1]考虑g(u)=|u|p-1u(4<p+1<22*),运用约束极小化方法,获得了方程正基态解的存在性.
文献[2]通过变量替换,将拟线性问题转化为半线性问题,运用山路引理,在Orlicz空间中证明对自治情

形g(u)=λ|u|p-1u(4<p+1<22*)下正解的存在性.文献[3-4]假设在无穷远处G(x,t)~t4,
并假设V 是强制的,运用山路引理获得了非平凡解的存在性.受上述结论的启发,我们将考虑在无穷远
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处g(x,t)~t3,且V 是渐近常数的情形.本文的主要结果是:
定理1 假设条件(V0)-(V1),(g1)-(g4)都满足,则方程(1)至少有1个正解.
注1 容易找到满足定理1条件的V 和g,如:

V(x)=2-
1

1+|x|2

g(x,t)=
(2+|x|4)lt4

1+|x|4+(2+|x|4)t
t≥0

0 t<0

ì

î

í

ï
ï

ïï

方程(1)对应的能量泛函为:

I(u)=
1
2∫R3

((1+2u2)|∇u|2+V(x)u2)dx-∫R3
G(x,u)dx (2)

通过方程(1)的形式发现泛函I没有适当的作用空间,所以不能直接对泛函I应用变分方法.本文采用文献

[2]的方法对泛函I作变量替换克服困难.令v=f-1(u),其中f 定义为:

f'(t)=
1

1+2f2(t)
t≥0

f(t)=-f(-t) t≤0

ì

î

í

ï
ï

ïï

  引理1[6] 泛函f 和f'有如下性质:

  (f1)f 是唯一的,可逆的,并且f∈C∞;

  (f2)对任意的t∈R,|f'(t)|≤1;

  (f3)对任意的t∈R,|f(t)|≤|t|;

  (f4)lim
t→0

f(t)
t =1;

  (f5)lim
t→∞

f(t)

t
=2

1
4;

  (f6)对任意的t∈R,f
2(t)
2 ≤tf'(t)f(t)≤f2(t);

  (f7)对任意的t∈R,|f(t)|≤2
1
4 |t|;

  (f8)存在r>0,使得

|f(t)|≥
r|t| |t|≤1

r|t|
1
2 |t|≥1{

  (f9)对任意的t∈R,|f(t)f'(t)|<2
-
1
2.

  因此,泛函I经过变量替换获得如下形式:

J(v)=
1
2∫R3

(|∇v|2+V(x)f2(v))dx-∫R3
G(x,f(v))dx

J 在H1(R3)中是C1 的,且

‖v‖2=∫R3
(|∇v|2+V(x)v2)dx

对任意的w ∈H1(R3),有

<J'(v),w>=∫R3
∇v∇wdx+∫R3

V(x)f(v)f'(v)wdx-∫R3
g(x,f(v))f'(v)wdx

泛函J 的临界点对应方程

-Δv=f'(v)(g(x,f(v))-V(x)f(v))
的弱解.如果v是泛函J 的临界点,那么u=f(v)是泛函I的临界点,则u=f(v)是方程(1)的解.因此,
我们只需找到泛函J 的临界点.
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引理2 存在ρ>0,α0 >0,使得

inf
‖v‖=ρ

J(v)≥α0

  证  由条件(g2),(g3)可知,对任意的ε>0,存在C >0,4≤p≤6,使得

g(x,t)≤εt+Ctp-1   ∀t>0 (3)
因此

G(x,t)≤
1
2εt

2+
C
p
tp   ∀t>0 (4)

再由性质(f3)和Sobolev嵌入不等式可得

∫R3
G(x,f(v))dx≤

ε
2∫R3

|f(v)|2dx+
C
p∫R3

|f(v)|pdx≤

ε
2∫R3

|v|2dx+
C
p∫R3

|v|pdx≤

ε
2τ2‖v‖

2+
C
p
τp‖v‖p (5)

其中τ2,τp 为嵌入常数.根据性质(f8)可知,存在r>0,使得

f2(t)≥r(t2-tp)
令

V(∞)=sup
x∈R3

V(x)

由(5)式可获得

J(v)=
1
2∫R3

(|∇v|2+V(x)f2(v))dx-∫R3
G(x,f(v))dx≥

1
2r1‖v‖

2-
rV(∞)
2 τp‖v‖p -

ε
2τ2‖v‖

2-Cτp‖v‖p =

1
2r1-

ε
2τ2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖v‖2-

rV(∞)
2 τp +Cτp

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖v‖p

其中r1=min{1,r},选取ε≤
r1
τ2
,当 ‖v‖=ρ 足够小时,有J(v)≥α0 >0.

引理3 存在v0 ∈H1(R3),满足 ‖v0‖ >ρ 和J(v0)<0.
证  根据条件(g3),可以找到ϕ* ∈H1(R3),满足|ϕ*|2=1,‖ϕ*‖2<l.因此由性质(f3),(f5)和

条件(g3)以及Fatou引理可得

lim
t→+∞

J(tϕ*)
t2 =lim

t→+∞

1
2∫R3

(|∇(tϕ*)|2+V(x)f2(tϕ*))dx-∫R3
G(x,f(tϕ*))dx

t2 ≤

1
2‖ϕ

*‖2-lim
t→+∞∫R3

G(x,f(tϕ*))
t2

dx≤

1
2‖ϕ

*‖2∫R3
(ϕ*)2dx-∫R3

lim
t→+∞

G(x,f(tϕ*))
t2

dx=

1
2‖ϕ

*‖2∫R3
(ϕ*)2dx-∫R3

lim
t→+∞

G(x,f(tϕ*))
f4(tϕ*)

f(tϕ*)

tϕ*

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

(ϕ*)2dx=

1
2‖ϕ

*‖2∫R3
(ϕ*)2dx-∫R3

l
2
(ϕ*)2dx=

1
2
(‖ϕ*‖2-l)∫R3

(ϕ*)2dx<0

令v0=tϕ*,当t足够大时,有J(v0)<0.
引理4 泛函J 的每一个(Ce)c(c>0)序列{vn}是有界的.
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证  设{vn}⊂H1(R3)是J 的(Ce)c(c>0)序列,即满足:

J(vn)→c>0   (1+‖vn‖)‖J'(vn)‖ →0 (6)
为了证明{vn}有界,我们首先证明序列{vn}满足不等式

∫R3
(|∇vn|2+V(x)f2(vn))dx≤M (7)

令

φn =
f(vn)
f'(vn)

由(6)式我们有

o(1)=<J'(vn),φn>=

∫R3
1+

2f2(vn)
1+2f2(vn)

|∇vn|2
æ

è
ç

ö

ø
÷dx+∫R3

V(x)f2(vn)dx-∫R3
g(x,f(vn))f(vn)dx (8)

以及

o(1)+c=J(vn)=
1
2∫R3

(|∇vn|2+V(x)f2(vn))dx-∫R3
G(x,f(vn))dx (9)

结合(8)和(9)式,并根据条件(g4)可得

c+o(1)≥J(vn)-
1
4
<J'(vn),φn>=

∫R3

1
2-

1
4 1+

2f2(vn)
1+2f2(vn)

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷|∇vn|2dx+

1
4∫R3

V(x)f2(vn)dx-

∫R3
G(x,f(vn))-

1
4g
(x,f(vn))f(vn)

æ

è
ç

ö

ø
÷dx≥

∫R3

1
4-

1
2

f2(vn)
1+2f2(vn)
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷|∇vn|2dx+

1
4∫R3

V(x)f2(vn)dx=

1
4∫R3

|∇vn|2

1+2f2(vn)
dx+

1
4∫R3

V(x)f2(vn)dx=

1
4‖f

(vn)‖2

因此{f(vn)}在 H1(R3)中是有界的.再根据(4)式和Sobolev嵌入不等式,存在c1 >0,满足

∫R3
G(x,f(vn))dx≤

ε
2∫R3

|f(v)|2dx+
C
p∫R3

|f(v)|pdx≤

ε0
2‖f

(vn)‖2+C0‖f(vn)‖p ≤c1 (10)

因此由(9)和(10)式可得{vn}满足不等式(7).其次证明∫R3
|vn|2dx 是有界的.事实上,

∫R3
|vn|2dx=∫{x:|vn(x)|≤1}

v2
ndx+∫{x:|vn(x)|>1}

v2
ndx

一方面,根据Sobolev嵌入不等式得

∫{x:|vn(x)|>1}
v2

ndx≤∫{x:|vn(x)|>1}
v2*

n dx≤c2∫R3
|∇vn|2dx( )

2*
2

dx≤c3

另一方面,由性质(f8)可知,对任意|t|≤1,存在k>0,使得

f2(t)≥k2t2

所以

∫{x:|vn(x)|≤1}
v2

ndx≤
1
k2∫{x:|vn(x)|≤1}

f2(vn)dx≤
1
k2∫R3

f2(vn)dx≤c4

从而{vn}有界.
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定理1的证明 由引理2和引理3可知,J具有山路结构.所以存在序列{vn}⊂H1(R3),使得当

n→ ∞ 时,有:

J(vn)→c>0   (1+‖vn‖)‖J'(vn)‖ →0
其中:

Γ={γ∈C([0,1],H1(R3)):γ(0)=0,J(γ(1))<0}

c=inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

J(γ(t))

再由引理4知,{vn}是有界的(Ce)c 序列.因此存在子列(不妨记为{vn})和v∈H1(R3),使得在H1(R3)
中vn⇀v.根据定理1的假设条件易知泛函J'是弱连续的,因此J'(v)=0.若v≠0,则证明完成.若

v=0,令

J􀮨(v)=
1
2∫R3

(|∇v|2+V(∞)f2(v))dx-∫R3
H(f(vn))dx

其中

H(t)=∫
t

0
h(s)ds

由于当|x|→∞时,有V(x)→V(∞),g(x,t)→h(t),且在L2
loc(R3)中,有f(vn)→0,因此当n→∞时,

可得

J􀮨(vn)-J(vn)=
1
2∫R3

(V(∞)-V(x))f2(vn)dx+∫R3
(H(f(vn))-G(x,f(vn)))dx→0

以及

sup
‖u‖≤1

|<J􀮨'(vn)-J'(vn),u>|≤ sup
‖u‖≤1∫R3

(V(∞)-V(x))f'(vn)f(vn)udx +

sup
‖u‖≤1∫R3

(h(f(vn))-g(x,f(vn)))f'(vn)u)dx →0

因此{vn}也是泛函J􀮨 的(Ce)c 序列.根据{vn}有界,可得

δ=lim
n→∞

sup
y∈R3∫B1(y)

v2
ndx≥0

若δ=0,应用Lions引理[7]得:在Lq(R3)(2<q<2*)中vn →0.由性质(f3)和(3)式,可得

0≤lim
n→∞∫R3

g(x,f(vn))f'(vn)vndx≤lim
n→∞∫R3

g(x,f(vn))f(vn)dx≤

lim
n→∞

ε∫R3
v2

ndx+C∫R3
|vn|pdx( ) ≤

lim
n→∞

εC1+C∫R3
|vn|pdx( ) =

εC1

由ε的任意性,我们获得

lim
n→∞∫R3

g(x,f(vn))f'(vn)vndx=0

再根据

<J'(vn),vn>=o(1)
以及性质(f6)得

o(1)=∫R3
(|∇vn|2+V(x)f'(vn)f(vn)vn)dx≥

1
2∫R3

(|∇vn|2+V(x)f2(vn))dx

因此

c+o(1)=J(vn)=
1
2∫R3

(|∇vn|2+V(x)f2(vn))dx-∫R3
G(x,f(vn))dx≤0

这与c>0矛盾,从而δ>0.所以存在N1 >0,使得当n>N1 时,有
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sup
y∈R3∫B1(y)

v2
ndx≥

δ
2 >0

(11)

并由(11)式知,存在序列{yn}⊂ZN,使得

∫B1(yn)
|vn|2dx>

δ
4 >0

(12)

令

v􀮨n =vn(x+yn)

由J􀮨 自治可知{v􀮨n}也是J􀮨 的(Ce)c 序列,并由{vn}有界易得{v􀮨n}也是有界的,则存在v􀮨 ∈H1(R3),使得

v􀮨n⇀v􀮨,J􀮨'(v􀮨)=0.再由(12)式,我们有

∫B1(0)
|v􀮨n|2dx>

δ
4 >0

又因为在有界区域里v􀮨n →v􀮨,所以

∫B1(0)
|v􀮨|2dx≥

δ
4 >0

因此v􀮨 ≠0,即v􀮨 是J􀮨 的非平凡临界点.由性质(f6)和Fatou引理可得

c=limsup
n→∞

J􀮨(v􀮨n)-
1
2
<J􀮨'(v􀮨n),v􀮨n>

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥

1
2∫R3

V(∞)[f2(v􀮨)-f'(v􀮨)f(v􀮨)v􀮨]dx+∫R3

1
2h
(f(v􀮨))f'(v􀮨)v􀮨-H(f(v􀮨))

é

ë
êê

ù

û
úúdx=

J􀮨(v􀮨)-
1
2
<J􀮨'(v􀮨),v􀮨>=

J􀮨(v􀮨)

所以v􀮨 满足J􀮨(v􀮨)≤c.由文献[8]可知v􀮨 满足Pohozaev-type恒等式

1
6∫R3

|∇v􀮨|2dx=∫R3
H(f(v􀮨))dx-

1
2V
(∞)∫R3

f2(v􀮨)dx (13)

利用文献[9]的办法,对任意的t>0,令wt(x)=v􀮨 x
t

æ

è
ç

ö

ø
÷ .根据(3)式,得

J􀮨(wt)=
1
2∫R3

(|∇wt|2+V(∞)f2(wt))dx-∫R3
H(f(wt))dx=

1
2t-

1
6t

3æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

|∇v􀮨|2dx

因此,存在t0 >0,当t≥t0 时,有J􀮨(wt)<0,并且

sup
t≥0

J􀮨(wt)=J􀮨(w1)=J􀮨(v􀮨)

对任意的0<t≤1,令

γ(t)(x)=v􀮨 x
tt0
æ

è
ç

ö

ø
÷

当t=0时,令γ(t)(x)≡0.那么γ(t)∈C([0,1],H1(R3)),J􀮨(γ(1))<0.根据条件(V1),(g3)以及J

的连续性可知,存在t
∧
∈ (0,1],使得

c≤ max
t∈[0,1]

J(γ(t))=J(γ(t
∧))<J􀮨(γ(t

∧))≤sup
t>0

J􀮨(wt)=J􀮨(v􀮨)≤c

矛盾.因此v≠0,由(g1)易得v≥0.我们断言v>0.事实上,若v≥0,则存在r'>0,y∈R3,

Br'(y)⊂R3,满足

sup
x∈Br'(y)

-|v(x)|=sup
x∈R3

-|v(x)|=0

由假设条件知
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g(x,f(v))f'(v)≥0
因此

-Δv+V(x)f(v)f'(v)≥0
再由性质(f2),(f3)以及条件(V1),可得

-Δv+V(∞)v≥0
根据强极大值原理得v>0.
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PositiveSolutionsforaClassofModifiedSchrödinger
EquationswithanAsymptotically3-LinearTerm

LEI Xia, TANGChun-lei, WUXing-ping
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Usingthemethodofvariablesubstitution,andbasedonthemountainpasslemmaandLions
lemma,theexistenceofapositivesolutionisestablishedforamodifiedSchrödingerequation

-Δu+V(x)u-Δ(u2)u=g(x,u)   x∈R3

andthenonlineartermgisasymptotically3-linearasu→+∞.
Keywords:modifiedSchrödingerequation;asymptotically3-linear;mountainpasslemma;Lionslemma
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