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一类非局部问题解的存在性与多重性①
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西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:考虑一类非局部问题

- a-b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=λg(x) x∈Ω

u=0 x∈􀆟Ω{
其中a>0,b>0,Ω ⊂RN 是有界开集,λ>0且g∈H-1(Ω)\{0},这里 H-1(Ω)是Sobolev空间 H1

0(Ω)的对

偶空间.应用Ekeland变分原理和山路引理证明了:存在λ* >0,使得:

􀃠 当λ∈ (0,λ*)时,该非局部问题至少有3个不同的解;

􀃡 当λ =λ* 时,该非局部问题至少有2个不同的解;

􀃢 当λ>λ* 时,该非局部问题至少有1个解.
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考虑如下的非局部问题:

- a-b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=g(x)|u|p-2u x∈Ω

u=0 x∈􀆟Ω
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其中a>0,b>0,Ω ⊂RN 是有界开集,0<p<2*,g∈L
2*

2*-p(Ω).当N ≥1时,2* =
2N

N -2
;当

N =1,2时,2* = +∞.
近几年来,一些学者对问题(1)进行了的研究.当g(x)=1,2<p<2* 时,文献[1]得到了问题(1)的

正解和负解.文献[2]考虑了g(x)=gλ(x),其中gλ ∈L∞(Ω),gλ =λg++g-,λ>0,g±= ±max{±g,

0}≢0,1<p<2的情形,当λ>0很小时,得到了2个正解.文献[3]考虑了g(x)=λ,其中λ>0,0<

p<1的情形,当λ>0很小时,得到了2个正解.文献[4]则考虑了1≤p<2* 的情形,得到了正解的存在

性与多重性.当b<0时的有关研究参见文献[5-8]及其参考文献.受上述结论的启发,我们将考虑

- a-b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=λg(x) x∈Ω

u=0 x∈􀆟Ω
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其 中a>0,b>0,Ω⊂RN 是有界开集,λ>0且g∈H-1(Ω)\{0},这里H-1(Ω)是Sobolev空间H1
0(Ω)

的对偶空间.本文的主要结果是:

定理1 假设a>0,b>0且条件g∈H-1(Ω)\{0}成立.则存在λ* >0,使得:

􀃠 当λ∈ (0,λ*)时,问题(2)至少有3个不同的解;

􀃡 当λ=λ* 时,问题(2)至少有2个不同的解;

􀃢 当λ>λ* 时,问题(2)至少有1个解.
注1 与文献[1-4]的结果比较,我们的参数λ 不必很小,而且我们可以得到3个不同的解.
记 H1

0(Ω)是按C1
0(Ω)范数

‖u‖=∫Ω
|∇u|2dx( )

1
2

的完备化,它是具有内积

(u,v)=∫Ω
∇u·∇vdx

的Hilbert空间.众所周知,问题(2)的解对应如下泛函I的临界点:

I(u)=
a
2‖u‖

2-
b
4‖u‖

4-λ∫Ω
g(x)udx

易知,对任意u,v∈H1
0(Ω),有

<I'(u),v>= a-b‖u‖2( ) (u,v)-λ∫Ω
g(x)vdx

为了证明定理1,我们需要如下引理:

引理1 假设a>0,b>0且条件g∈H-1(Ω)成立.若c≠
a2

4b
,则泛函I满足(PS)c 条件.

证  假定{un}是I的(PS)c 序列,即当n→ ∞ 时,

I(un)→c   I'(un)→0
假定{un}无界.则存在{un}的子列,仍记为{un},使得

‖un‖ →+∞
由I(un)→c,得

0=lim
n→∞

‖un‖-4I(un)=-
b
4

矛盾,由此可知{un}有界.因此存在u0 ∈H1
0(Ω),使得当n→ ∞ 时,有

un⇀u0 (3)

由{un}的有界性,存在{un}的子列,仍记为{un},使得 ‖un‖2 收敛,不妨设

k=lim
n→∞

‖un‖2 (4)

根据I'(un)→0及{un}的有界性,

<I'(un),un>→0
从而

a-bk( )k-λ∫Ω
g(x)u0dx=0 (5)

再由<I'(un),u0>→0知

a-bk( ) ‖u0‖2-λ∫Ω
g(x)u0dx=0 (6)

由(5)和(6)式可知
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a-bk( ) k-‖u0‖2( ) =0 (7)

若k≠ ‖u0‖2,则k=
a
b
,从而依据(5)式,得

∫Ω
g(x)u0dx=0

进一步根据I(un)→c,我们有

c=
a
2k-

b
4k2-∫Ω

g(x)u0dx=
a2

4b

与假设条件c≠
a2

4b
矛盾,因此

k=‖u0‖2

于是

lim
n→∞

‖un‖2=‖u0‖2

这样{un}在 H1
0(Ω)中强收敛于u0.

定理1的证明  令:

r=
2a
3b

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

   λ* =
ar

3‖g‖

因g≠0,故存在u0 ∈H1
0(Ω),使得<g,u0>≠0,从而不妨设<g,u0>>0且 ‖u0‖2=

2a
b .

令

M = sup
u∈H10(Ω)

I(u)

则M <+∞,于是

-M = inf
u∈H10(Ω)

-I(u)

对 -I(u)在全空间H1
0(Ω)上用Ekeland变分原理,存在-I(u)的(PS)-M 序列,从而存在I(u)的(PS)M

序列.易知

M ≥I -
2
2u0

æ

è
ç

ö

ø
÷=

a
2‖ 2

2u0‖
2

-
b
4 ‖ 2

2u0‖
4

+λ<g,22u0>=
a2

4b+λ 2
2
<g,u0>>

a2

4b
根据引理1,M 是泛函I的临界值.

令

m= inf
‖u‖<r

I(u)

则m >-∞.事实上,当0<λ≤λ*,‖u‖ <r时,有

I(u)≥
a
2‖u‖

2-
b
4‖u‖

4-λ‖g‖‖u‖ >

-
b
4r

4-λ‖g‖r>-∞
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而当0<λ≤λ*,‖u‖=r时,有

I(u)≥
a
2‖u‖

2-
b
4‖u‖

4-λ‖g‖‖u‖=

a
2r

2-
b
4r

4-λ‖g‖r≥

a
2r

2-
b
4r

4-
a
3r

2=0

易知

lim
t→0+

t-1I(tu0)=-λ<g,u0><0

因此

m <0
而

inf
‖u‖=r

I(u)≥0

在 H1
0(Ω)的闭球Br(0)中用Ekeland变分原理,存在(PS)m 序列,由于m<0,根据引理1,m 是泛函I的

临界值.
易知

I(u0)=-λ<g,u0><0
因此泛函I有山路结构.令:

c=inf
γ∈Γ
max
0≤t≤1

I(γ(t))

Γ={γ∈C([0,1],H1
0(Ω)):γ(0)=0,γ(1)=u0}

则

c≤ max
0≤t≤1

I(tu0)=I(t0u0)≤

max
t>0

at2

2 ‖u0‖2-
bt4

4‖u0‖4{ }-λt0<g,u0>=

a2

4b-λt0<g,u0><
a2

4b
由引理1,泛函I满足(PS)c 条件.根据山路引理[9],c是泛函I的临界值.

注意到m <0≤c<
a2

4b<M,则当λ∈ (0,λ*)时,泛函I至少有3个不同的临界值m,c,M;当

λ=λ* 时,泛函I至少有2个不同的临界值m,M;当λ>λ* 时,泛函I至少有1个临界值 M.
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ExistenceandMultiplicityofSolutions
foraClassofNonlocalProblems

TANGZhi-yun, OUZeng-qi
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Consideraclassofnonlocalproblems

- a-b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=λg(x) x∈Ω

u=0 x∈􀆟Ω

ì

î

í
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ïï

wherea>0,b>0,Ω⊂RNisaboundedopenset,λ>0andg∈H -1(Ω)\{0}.TheEkeland􀆳svariational

principleandthemountainpasslemmaareappliedtoprovedthatthereexistsλ*>0suchthat

􀃠 Theproblemhasatleastthreesolutionsifλ∈(0,λ*);

􀃡 Theproblemhasatleasttwosolutionsifλ=λ*;

􀃢 Theproblemhasatleastonesolutionifλ>λ*.

Keywords:nonlocalproblems;Ekeland􀆳svariationalprinciple;Mountainpasslemma;the(PS)ccondition
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