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一类非局部近共振问题多重解的存在性①
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摘要:通过变分方法在光滑有界域Ω 上研究由常数a,b>0,参数λ>0及连续函数f(x,u)共同决定的非局

部问题:

- a-b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu+bλu3 =f(x,u) x∈Ω

u=0 x∈∂Ω{
利用Ekeland变分原理和山路引理得到该问题近共振情形多重解的存在性.
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本文考虑如下非局部问题弱解的存在性和多重性:

- a-b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu+bλu3=f(x,u) x∈Ω

u=0 x∈∂Ω{ (1)

其中Ω⊂RN(N=1,2,3)是光滑有界域,常数a,b>0,参数λ>0,f(x,u)是连续函数.当b≤0时

关于问题(1)的成果相当广泛,如文献[1]及其参考文献.自文献[2]利用度理论和不动点定理获得两点

边值问题

-u″-λu=f(x,u)+h
u(0)=u(π)=0{

当λ→λ-
1(这里λ1是问题-u″=λu的第一特征值)时至少3个解的存在性后,关于近共振的结果被推广到

各种方程和系统中,如文献[3-4]及其引用文献.另外,对问题(1),当满足

λ=0   f(x,u)=|u|p-2u

2<p<2* =
2N

N -2
N ≥3

2* =∞ N =1,2

ì

î

í

ïï

ïï

时,文献[5]通过变分方法获得至少存在1个非平凡非正解和1个非平凡非负解,基于文献[5],文献[6]给

fμ(x)以适当假设,得出f(x,u)=fμ(x)|u|p-2u(1<p<2,N =3)时至少存在2个正解;文献[7]

用山路引理得出f(x,u)=μup(1<p <2,N ≥3)时2个解的存在性;文献[8]通过扰动等方法获得
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f(x,u)=μu-γ(0<γ<1,N =3)时至少存在2个正解.
受文献[5-8]启发,并考虑到形如问题(1)的近共振问题还没有相关结果,本文将用Ekeland变分原

理和山路引理在适当条件下证明问题(1)多重解的存在性.记λ1 是问题

-∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=λu3 x∈Ω

u=0 x∈∂Ω{
的第一特征值,对应的特征函数为φ1.同时,设连续函数f(x,u)满足如下条件:

(F1)0≤f(x,t)<bλ|t|3+a λ
|Ω|
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

|t|对 ∀(x,t)∈Ω×(R\{0})一致成立;

(F2)lim
t→∞

f(x,t)
bt3 =0对 ∀(x,t)∈Ω×R一致成立;

(F3)lim
t→∞

-
a
2 λ1t2+∫Ω

F(x,tφ1)dx
æ

è
ç

ö

ø
÷ →-∞,对x ∈Ω 一致成立,F(x,t)=∫

t

0
f(x,s)ds.

本文的主要结论是:
定理1 若条件(F1)成立,则0<λ<λ1 时,问题(1)至少存在1个非平凡弱解.
定理2 若满足条件(F2)和(F3),则0<λ<λ1 且λ 接近λ1 时,问题(1)至少有3个弱解.

1 预备知识

用 H 表示H1
0(Ω),对 ∀u,v∈H,定义:

<u,v>=∫Ω
∇u∇vdx

‖u‖=∫Ω
∇u 2dx( )

1
2

‖u‖Lp =∫Ω
|u|pdx( )

1
p

由文献[9]知,λ1 >0是单重的,且对应可取φ1 >0满足 ‖φ1‖L4 =1.特别地,λ1 可描述为

λ1=inf‖u‖4:u∈H,∫Ω
|u|4dx=1{ } (2)

令

V= v∈H:∫Ω
φ3
1vdx=0{ }

由λ1 的单重性,有

‖φ1‖2∫Ω
∇φ1∇vdx=λ1∫Ω

φ3
1vdx=0

从而

∫Ω
∇φ1∇vdx=0

因此

H =span{φ1}􀱇V
记

λV =inf‖u‖4:u∈V,∫Ω
|u|4dx=1{ }

则可证明:对 ∀u∈V,都有‖u‖4≥λV‖u‖4L4 且λV >λ1.若存在u∈H1
0(Ω),使得对任取的v∈H,

都有

a-b‖u‖2( )∫Ω
∇u∇vdx+bλ∫Ω

|u|2uvdx=∫Ω
f(x,u)vdx
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则称u 为问题(1)的弱解.问题(1)具有变分结构,其泛函可描述为

Iλ(u)=-
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4+∫Ω
F(x,u)dx-

bλ
4∫Ω

u4dx (3)

可证Iλ ∈C1(H,R),并且其临界点恰好是问题(1)的弱解.实际上,对任意的v∈H1
0(Ω),有

<I'λ(u),v>=- (a-b‖u‖2)∫Ω
∇u∇vdx-∫Ω

f(x,u)vdx+bλ∫Ω
|u|2uvdx[ ]

由于 H 对1<p<2* 可以紧嵌入到Lp(Ω),因此对任意的p∈(1,2*),都存在相应的常数Cp >0,使

得对任意的u∈H 都满足Sobolev嵌入不等式

‖u‖Lp ≤Cp‖u‖ (4)

  引理1 如果条件(F1)或(F2)成立,那么Iλ 的任意(PS)序列{un}都是 H 中的列紧集.
  证  根据已知,存在常数c,使得:

‖un‖ ≤c   Iλ(un)≤c   I'λ(un)→0 (5)
因此存在{un}的子列(下面仍记为{un})和u∈H,满足

un⇀u   un ∈H
un →u   un ∈Lp(Ω),1<p<2*

un(x)→u(x)   a.e.x∈Ω (6)
一方面,由条件(F1)及(4),(5),(6)式可知,当n→ ∞ 时有

∫Ω
f(x,un)(u-un)dx ≤∫Ω

f(x,un)|u-un|dx≤

bλC3
4c3+aC1c

λ
|Ω|
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u-un‖L4 +‖u-un‖L2( ) →0 (7)

另一方面,由条件(F2),并考虑到f(x,t)的连续性,可以得出:对任给的ε>0,存在常数aε >0,使得

f(x,t)≤bε|t|3+aε   ∀(x,t)∈Ω×R
再由(4),(5),(6)式,当n→ ∞ 时,有

∫Ω
f(x,un)(u-un)dx ≤∫Ω

bεun
3+aε( )|u-un|dx≤

bεC3
4c3+aε|Ω|

1
2( ) ‖u-un‖L4 +‖u-un‖L2( ) →0 (8)

类似地,根据常数c的选取可知 ‖u‖ ≤c,因此当n→ ∞ 时,还有

∫Ω
un

2un(u-un)-|u|2u(u-un)( )dx≤∫Ω
un

3+|u|3( )|u-un|dx≤

2C3
4c3‖u-un‖L4 →0 (9)

由(5),(6)式可得

<I'λ(u)-I'λ(un),un -u>→0   n→ ∞
再根据(7)式(或(8)式)和(9)式得

‖un‖ → ‖u‖   n→ ∞
因此从(6)式可得出在 H 中有 ‖un -u‖ →0,即序列{un}在H 中存在强收敛子列,从而在条件(F1)或
(F2)之下,Iλ 的任意(PS)序列{un}都是 H 中的列紧集.

引理2 设0<λ<λ1,则当条件(F1)成立时,存在r>0,ρ<0,使得 ‖u‖=r时Iλ(u)>0,

‖u‖ <r时infIλ(u)≤ρ<0.
证  一方面,任给u∈H 使得 ‖u‖ >0,由(3)式,并注意到0<λ<λ1,有

Iλ(u)≥-
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-
bλ
4∫Ω

|u|4dx≥

-
a
2‖u‖

2+
b(λ1-λ)
4λ1

‖u‖4=g(‖u‖)
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只要 ‖u‖>
2aλ1

b(λ1-λ)
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

就有Iλ(u)>0.因此存在r>
2aλ1

b(λ1-λ)
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

>0,当‖u‖=r时Iλ(u)>0.

另一方面,由条件(F1)可知

0≤F(x,t)≤
bλ
4t

4+
a
2

λ
|Ω|
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

t2   ∀t∈R

因此

0≤∫Ω
F(x,t)dx≤

bλ
4∫Ω

|u|4dx+
a
2

λ
|Ω|
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

∫Ω
|u|2dx (10)

对 ∀u∈H 都成立.从而根据(3),(10)式并结合Hölder不等式可得出

Iλ(u)≤-
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4+
a
2

λ
|Ω|
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

∫Ω
12dx( )

1
2

∫Ω
|u|4dx( )

1
2

≤

-
a
2 1-

λ
λ1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ‖u‖2+

b
4‖u‖

4=h(‖u‖)

不难看出,只需0< ‖u‖ <
2a(λ1 - λ)

b λ1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

1
2

就有Iλ(u)<0.显然此时仍满足 ‖u‖ <r.因此

-
a2λ1

2b(λ1-λ)= inf
‖u‖<r

g(‖u‖)≤ inf
‖u‖≤r

Iλ(u)≤ inf
‖u‖<r

h(‖u‖)=-
a2

2b1-
λ
λ1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=ρ

2 主要结果的证明

定理1的证明 令Br(0)= u:u∈H,‖u‖ ≤r{ },则Br(0)是有界闭凸集.从引理2知,Iλ 下方

有界且下半连续.由Ekeland变分原理[10],对任意u∈Br(0),都存在极小化序列{un}⊂Br(0),使得:

Iλ(un)≤ inf
u∈Br(0)

Iλ(u)+
1
n

Iλ(u)≥Iλ(un)-
1
n‖u-un‖

因此当n→ ∞ 时,有:

I'λ(un)→0   Iλ(un)→c= inf
u∈Br(0)

Iλ(u)

再根据引理1知{un}存在收敛子列{unk},记

u* =lim
n→∞

unk

则u* ∈Br(0),Iλ(u*)= inf
unk∈Br(0)

Iλ(unk)<ρ 且I'λ(u*)=0,即u* 是Iλ 的局部极小点.再根据

Iλ(0)=0得出u* ≠0.从而问题(1)至少有1个非平凡弱解.
定理2的证明  
步骤1 问题(1)对应的泛函Iλ 在H 中下方有界且在H 和V 中强制.更一般地,存在仅依赖于参数λ

的常数α,使得infVIλ ≥α.由引理1的证明过程知,在条件(F2)之下有

F(x,t)≤
bε
4t

4+aε|t| (11)

对 ∀u∈H,根据Hölder不等式,并结合(4)式和(11)式可得

Iλ(u)≥-
a
2‖u‖

2+
b
4 1-

λ
λ1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖4-∫Ω

bε
4u

4+aε|u|
æ

è
ç

ö

ø
÷dx≥

-
a
2‖u‖

2+
b(λ1-λ-ε)

4λ1
‖u‖4-aε|Ω|

1
2‖u‖L2
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只需取ε满足0<ε<λ1-λ,就有:Iλ 在H 中下方有界并且强制.同理,对 ∀v∈V,有

Iλ1
(v)≥-

a
2‖v‖

2+
b(λV -λ1-ε)

4λV
‖v‖4-aε|Ω|

1
2‖v‖L2

由于λ1 <λV,取ε使得0<ε<λV -λ1,则Iλ1
在V 中下方有界并且强制.当λ<λ1 时,有

Iλ(v)-Iλ1
(v)=

bλ1
4∫Ω

v4dx-
bλ
4∫Ω

v4dx=
b(λ1-λ)

4 ‖v‖4L4 ≥0   ∀v∈V

因此对 ∀v∈V 都有

Iλ(v)≥Iλ1
(v)

从而Iλ 在V 上也强制,并且infVIλ ≥α=infVIλ1.
步骤2 若0<λ<λ1,且λ 接近λ1,则存在t-,t+ 满足t-<0<t+,使得

Iλ(t±φ1)≤α
注意到:

‖φ1‖L4 =1   ‖φ1‖4=λ1
对任意的t∈R,有

Iλ(tφ1)=-
a
2‖tφ1‖2+

b
4‖tφ1‖4+∫Ω

F(x,tφ1)dx-
bλ
4∫Ω

(tφ1)4dx=

b(λ1-λ)
4 t4-

a
2 λ1t2-∫Ω

F(x,tφ1)dx
æ

è
ç

ö

ø
÷ (12)

由条件(F3),并结合(12)式可知,给定常数M >0,存在t-<0,只要t<t-,就有:

a
2 λ1(t-)2-∫Ω

F(x,t-φ1)dx>-α+M

Iλ(t-φ1)=
b(λ1-λ)

4
(t-)4-

a
2 λ1(t-)2-∫Ω

F(x,t-φ1)dx
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

b(λ1-λ)
4

(t-)4+α-M

取λ1-λ<
4M

b(t-)4 时,有Iλ(t-φ1)<α.类似地,也存在t+>0,当取λ1-λ<
4M

b(t+)4 时,有Iλ(t+φ1)<α.

步骤3 先用Ekeland变分原理得:Iλ 有两个临界点.再由山路引理得到第三个临界点.对任给的v∈V,

t>0,设

H±={u∈H:u=v±tφ1,v∈V}
当λ<λ1 且λ 接近λ1 时,有

-∞ <c±=infH±Iλ <α=infVIλ1 ≤infVIλ (13)

在 H± 中对Iλ 使用Ekeland变分原理,则存在序列{u±
n}⊂ H±,使得当n→ ∞ 时Iλ(u±

n)→c± 且

I'λ(u±
n)→0,而Iλ 在 H 中强制,因此{u±

n}有界,从而可得{u±
n}满足(13)式.再由引理1知{u±

n}有

收敛子列{u±
nk},根据(13)式和V=∂H±,可得{u±

nk}收敛到 H± 的内点u±
**,也就是说Iλ 在 H± 的

内部达到极大值,因此Iλ 有局部极小点u+
** ∈H+ 和局部极小点u-

** ∈H-.由于H+∩H-=Ø,因

此u+
** ≠u-

**,也即Iλ 有2个不同的局部极小点.再由山路引理[11]知Iλ 存在不同于u+
** 和u-

** 的

临界点.因此问题(1)至少有3个弱解.
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ExistenceofMultipleSolutionsforaClassof
NonlocalNearResonanceProblems

WANG Yue, LIANGJin-ping, SUOHong-min
SchoolofDataScienceandInformationEngineering,GuizhouMinzuUniversity,Guiyang550025,China

Abstract:Inthispaper,weusethevariationalmethodtostudythefollowingnonlocalproblemsinthe
smoothboundeddomainΩ,whicharedeterminedbytheconstanta,b>0,theparameterλ>0andthe
continuousfunctionf(x,u):

- a-b∫Ω
|Ñu|2dx( )Δu+bλu3=f(x,u) x∈Ω

u=0 x∈∂Ω{
Theexistenceandmultiplesolutionsareobtainedforthisclassofproblemswithnearresonancebythe
Ekelandvariationalprincipleandamountainpasslemma.
Keywords:nonlocalproblem;nearresonance;variationalmethod;Ekeland􀆳svariationalprinciple;multi-

plesolution
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