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摘要:方程的Ulam稳定性理论侧重于研究方程近似解附近存在精确解的条件.将 Ulam稳定性的研究推广到了

Banach空间中模糊数值映射方程.通过考虑无界的函数差,利用定义在模糊数空间中的度量,证明了更一般化的模

糊数值映射二次型方程和Drygas型方程的Ulam稳定性,并得到其解的一些基本性质.所得的结论推广了已有文

献中的相关结论.
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稳定性是方程最重要的特性之一.泛函方程的稳定性问题起源于文献[1]对于群同态的研究.文献[2]

首先证明了在Banach空间中近似可加映射的Ulam稳定性.随后,文献[3]通过考虑无界的柯西差,将文献

[2]的结论推广到了线性映射,并得到如下结论:

令X,Y 为Banach空间,若f:X →Y 满足:对于给定的x,y∈X,存在ε>0和0<p<1,有

‖f(x+y)-f(x)-f(y)‖ ≤ε(‖x‖p +‖y‖p)

且对于 ∀t∈R,f(tx)在X 上是连续的.则存在唯一的线性映射T:X →Y,使得

‖f(x)-T(x)‖ ≤
2ε

(2-2p)
(‖x‖p +‖y‖p)

  自此,众多学者开始研究无界情形下泛函方程的Ulam稳定性.文献[4-5]研究了Jensen方程的Ulam
稳定性.文献[6]研究了二次映射方程

f(x+y)+f(x-y)=2f(x)+2f(y)

的Ulam稳定性.文献[7]研究了Drygas方程

f(x+y)+f(x-y)=2f(x)+f(y)+f(-y)

的Ulam稳定性.
值得注意的是,一些泛函方程Ulam稳定性的研究结果被推广到了集值的情形.文献[8]用不动点方法

研究了Cauchy-Jensen型可加集值泛函方程、Jensen型可加二次集值泛函方程以及Jensen型三次集值泛函
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方程的Ulam稳定性.文献[9]讨论了n维三次集值泛函方程的Ulam稳定性.文献[10]定义了更一般化的

可加集值泛函方程,并证明了其Ulam稳定性.
随着模糊分析学的发展,越来越多的学者从模糊分析学的角度去考虑Ulam稳定性.目前,该领域大多

数的研究成果都是在模糊赋范空间中得到的(文献[11-13]).文献[14]讨论了抽象凸空间中广义模糊博弈

的结构稳定性.而关于模糊数值映射方程的Ulam稳定性的研究结果还很少.
本文将在Banach空间中研究如下模糊数值映射二次型映射方程

f(sx+y)+fsx-y( ) =2s2g(x)+2h(y) (1)

和Drygas型方程

f(sx+y)+fsx-y( ) =2s2g(x)+h(y)+l(-y) (2)

的Ulam稳定性.
文献[11]在模糊赋范空间中讨论了当s=1,f,g,h 为单值奇映射时,方程(1)的Ulam稳定性.文献

[15]研究了当g=h=f 时,方程(1)的Ulam稳定性,其中f 为单值映射.文献[7]利用不动点定理,在

Banach空间中着重研究了当s=1,f=g=h=l时,方程(2)的Ulam稳定性,其中f 表示单值映射.本文

将在Banach中对更一般化的二次型映射方程和Drygas型方程的Ulam稳定性进行讨论,所得的结论在一定

程度上推广了文献[7,11,15]中的相关结论.
在本文中,N和R分别表示自然数集和实数集,R+=0,+∞( ) ,X 和Y 为Banach空间,Pkc(X)表示

X 中所有非空紧凸集,B ⊆Y 为Y 中的线性子空间.

1 预备知识

本节首先引入一些关于模糊数及度量的基本概念和性质,其中的定义和结论可参见文献[16].
定义1 如果一个映射u:X →[0,1]满足下列条件:

􀃠 ∀α∈ (0,1],[u]α ={x ∈X:u(x)≥α}∈Pkc(X);

􀃡u 的支撑集[u]0=supp(u)=cl{x:u(x)>0}为紧集.
则称u 为X 上的模糊数,X 上的模糊数的集合记为XF.

在XF 上可定义线性结构如下:∀u,v∈XF,s∈R,x ∈X,令:

(u+v)(x)=supα>0:x∈ [u]α +[v]α{ }

(su)(x)=supα>0:x∈s[u]α{ }

则:

u+v[ ]α =[u]α +[v]α   [su]α =s[u]α   ∀α∈ 0,1( ]

  引理1 定义映射D:XF ×XF →R+∪ {0}为

D(u,v)=sup
α∈ 0,1( ]

dH [u]α,[v]α( )

其中dH 为Hausdorff度量.则(XF,D)是完备的度量空间,并且对于 ∀λ∈R,∀u,v,w,e∈XF,度量

D 有下列性质:

(P1)D(λu,λv)=|λ|D(u,v);

(P2)D(u+w,v+w)=D(u,v);

(P3)D(u+v,w+e)≤D(u,w)+D(v,e).
引理2 存在Banach空间Z,(XF,D)可以等距嵌入于Z.
由此可知:∀s,t∈R+,∀u,v∈XF,有:

(s+t)u=su+tu   s(u+v)=su+sv
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2 主要结果

本节将在不同的条件下证明方程(1)和(2)的Ulam稳定性,其中f,g,h,l表示取值于XF 的模糊数值

映射.
定理1 设ε≥0,p∈R\{2},模糊数值映射f,g,h:B →XF 满足g(0)=h(0)=0,且∀x,y∈B,

有

D f(x+y)+f(x-y),2g(x)+2h(y)( ) ≤ε ‖x‖p +‖y‖p( ) (3)

则当f 为偶映射时,存在唯一的模糊数值二次偶映射T:B →XF,满足:

D T(x),f(x)( ) ≤
4ε‖x‖p

22-2p
(4)

D 2T(x),g(x)+h(x)( ) ≤
8

22-2p +3
æ

è
ç

ö

ø
÷ε‖x‖p

且对于有理数c,有T(cx)=c2T(x).
证  由(3)式及g(0)=h(0)=0易知f(0)=0.分别令(3)式中y=0,x=0,y=x,可得:

D 2f(x),2g(x)( ) ≤ε‖x‖p (5)

D 2f(y),2h(y)( ) ≤ε‖y‖p (6)

D f(2x),2g(x)+2h(x)( ) ≤2ε‖x‖p (7)

由(5)-(7)式可知

D f(2x),4f(x)( ) ≤D f(2x),2g(x)+2h(x)( ) +D 2g(x)+2h(x),4f(x)( ) ≤

2ε‖x‖p +D 2f(x),2g(x)( ) +D 2f(x),2h(x)( ) ≤4ε‖x‖p (8)

  情形1 p<2.由(8)式知D 2-2f(2x),f(x)( ) ≤ε‖x‖p,由归纳法得

D 2-2nf(2nx),f(x)( ) ≤ε‖x‖p∑
n

i=1
2i-1( ) p-2( ) <

4ε‖x‖p

22-2p
(9)

取

fn(x)=2-2nf(2nx)   n∈N
不失一般性,取m ∈N且n≥m,则由(9)式可得

D fn(x),fm(x)( ) =D 2-2nf(2nx),2-2mf(2mx)( ) =

2-2mD 2-2 n-m( )f2n-m2mx( ) ,f(2mx)( ) <

2m p-2( ) +2ε‖x‖p

22-2p →0   m → ∞ (10)

由(10)式可知 fn(x){ } 为完备度量空间XF 中的柯西列.由此可定义模糊数值映射T:B →XF,满足

T(x)=lim
n→∞

fn(x)   ∀x∈B

显然T 为偶映射.再由(9)式和度量D 的连续性可知

D T(x),f(x)( ) =lim
n→∞

D 2-2nf(2nx),f(x)( ) ≤
4ε‖x‖p

22-2p
(11)

以及

D T(x+y)+T(x-y),2T(x)+2T(y)( ) =

lim
n→∞
2-2nD f2n(x+y)( ) +f2n(x-y)( ) ,2f(2nx)+2f2ny( )( ) ≤

lim
n→∞
2-2nD f2n(x+y)( ) +f2n(x-y)( ) ,2g(2nx)+2h2ny( )( ) +
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lim
n→∞
2-2nD 2g(2nx)+2h2ny( ) ,2f(2nx)+2f2ny( )( ) ≤

lim
n→∞
2n p-2( ) +1ε ‖x‖p +‖y‖p( ) =0

于是

T(x+y)+T(x-y)=2T(x)+2T(y)   ∀x,y∈B (12)

即T 为二次映射.
在(12)式中,令x=y 得

T(2x)=4T(x)

利用归纳法及(12)式可证:∀n∈N,T(nx)=n2T(x).由x 的任意性知T(x)=n2T x
n

æ

è
ç

ö

ø
÷ .于是,∀m,

n∈N,有T n
mxæ

è
ç

ö

ø
÷=n2T x

m
æ

è
ç

ö

ø
÷=

n
m

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

T(x).由于T 为偶映射,所以T(cx)=c2T(x)对于任意的有理数

c都成立.
再由(11),(8),(7)式可得

D 2T(x),g(x)+h(x)( ) ≤

D 2T(x),2f(x)( ) +D 2f(x),2-1f(2x)( ) +D 2-1f(2x),g(x)+h(x)( ) ≤

8
22-2p +3
æ

è
ç

ö

ø
÷ε‖x‖p

  情形2 p>2.由(8)式知

D 4f2-1x( ) ,f(x)( ) ≤22-pε‖x‖p

由归纳法知

D 22nf2-nx( ) ,f(x)( ) ≤22-pε‖x‖p∑
n

i=1
2 1-i( ) p-2( ) <

4ε‖x‖p

2p -22

取

fn(x)=22nf2-nx( )    n∈N
与情形1类似,可得二次偶映射T:B →XF 满足:

D T(x),f(x)( ) ≤
4ε‖x‖p

2p -22

D 2T(x),g(x)+h(x)( ) ≤
8

2p -22
+3

æ

è
ç

ö

ø
÷ε‖x‖p

且对任意有理数c,满足T(cx)=c2T(x).
最后证明T 的唯一性.假设存在两个模糊数值映射T1,T2:B →XF 均满足(4)式,则当p<2时,有

D T1(x),T2(x)( ) =2-2nD T1(2nx),T2(2nx)( ) ≤

2-2nD T1(2nx),f(2nx)( ) +2-2nD f(2nx),T2(2nx)( ) ≤

2n p-2( ) +3 ε‖x‖p

2p -22
→0   n→ ∞

当p>2时,有

D T1(x),T2(x)( ) =22nD T1 2-nx( ) ,T2 2-nx( )( ) ≤

22nD T1 2-nx( ) ,f2-nx( )( ) +22nD f2-nx( ) ,T2 2-nx( )( ) ≤

2n 2-p( ) +3 ε‖x‖p

2p -22
→0   n→ ∞
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由此可见,对于 ∀x ∈B,T1(x)=T2(x).
定理2 设ε≥0,s∈R\{0},p∈R\{2},模糊数值映射f,g,h:B →XF 满足g(0)=h(0)=0,

∀x,y∈B,

D f(sx+y)+fsx-y( ) ,2s2g(x)+2h(y)( ) ≤ε ‖x‖p +‖y‖p( ) (13)

则当f 为偶映射时,存在唯一的二次偶映射T:B →XF 满足:

D T(x),f(x)( ) ≤
4θ‖x‖p

22-2p

D 2T(x),g(x)+h(x)( ) ≤ε‖x‖p 4|s|p-2+4
22-2p θ+

s-2+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

其中

θ=
|s|-p |s|<1

1 |s|≥1{
且对任意的有理数c,有

T(cx)=c2T(x)

  证  将(13)式中sx 用x 代替,可得

D f(x+y)+f(x-y),2s2gs-1x( ) +2h(y)( ) ≤ε|s|-p‖x‖p +‖y‖p( ) (14)

在(13)式中,分别令y=0,x=0,可得:

D 2f(sx),2s2g(x)( ) ≤ε‖x‖p (15)

D 2f(y),2h(y)( ) ≤ε‖y‖p (16)

令

g1(x)=s2gs-1x( )

则由(14)式可得

D f(x+y)+f(x-y),2g1(x)+2h(y)( ) ≤

ε|s|-p‖x‖p +‖y‖p( ) ≤

θ ‖x‖p +‖y‖p( )

由定理1可知,当f 为偶映射时,存在唯一的二次偶映射T:B →XF 满足

D T(x),f(x)( ) ≤
4εθ‖x‖p

22-2p

并且对于任意的有理数c,有

T(cx)=c2T(x)

  下面证明T 与g,h 的关系.由(15)式和(16)式可知

D 2T(x),g(x)+h(x)( ) ≤D T(x),g(x)( ) +D T(x),h(x)( ) ≤

s-2D T(sx),f(sx)( ) +s-2D f(sx),s2g(x)( ) +D T(x),f(x)( ) +D f(x),h(x)( ) ≤

ε‖x‖p 4|s|p-2+4
22-2p θ+

s-2+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

  定理3 设ε≥0,p∈R\{2},模糊数值映射f,g,h,l:B →XF 满足:

g(0)=h(0)=l(0)=0   ∀x,y∈B

D f(x+y)+f(x-y),2g(x)+h(y)+l(-y)( ) ≤ε ‖x‖p +‖y‖p( ) (17)

则当f 为偶映射时,存在唯一的二次偶映射T:B →XF 满足:∀x ∈B,有:

D(T(x),f(x))≤
4ε‖x‖p

22-2p
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D 3T(x),g(x)+h(x)+l -x( )( ) ≤
12

22-2p +
3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ε‖x‖p

且对任意的有理数c,有

T(cx)=c2T(x)

  证  令

h1(x)=
1
2h
(x)+

1
2l -x( )    ∀x∈B

则

2h1(x)=h(x)+l -x( )

由(17)式得

D f(x+y)+f(x-y),2g(x)+2h1(y)( ) ≤ε ‖x‖p +‖y‖p( )    ∀x,y∈B
由定理1可知,当f 为偶映射时,存在唯一的二次偶映射T:B →XF,满足

D T(x),f(x)( ) ≤
4ε‖x‖p

22-2p    ∀x∈B

且对任意的有理数c,有

T(cx)=c2T(x)

  在(17)式中,分别令y=0,x=0,y=x,可得:

D 2f(x),2g(x)( ) ≤ε‖x‖p (18)

D 2f(y),h(y)+l(-y)( ) ≤ε‖y‖p (19)

由(18)式和(19)式可知

D 3T(x),g(x)+h(x)+l -x( )( ) ≤

D 3T(x),3f(x)( ) +D 3f(x),g(x)+h(x)+l -x( )( ) ≤

3D T(x),f(x)( ) +D f(x),g(x)( ) +D 2f(x),h(x)+l -x( )( ) ≤

12
22-2p +

3
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ε‖x‖p

  定理4 设ε≥0,s∈R\{0},p∈R\{2},模糊数值映射f,g,h,l:B →XF 满足:

g(0)=h(0)=l(0)=0   ∀x,y∈B

D f(sx+y)+fsx-y( ) ,2s2g(x)+h(y)+l(-y)( ) ≤ε ‖x‖p +‖y‖p( ) (20)

则当f 为偶映射时,存在唯一的二次偶映射T:B →XF 满足:

D T(x),f(x)( ) ≤
4εθ‖x‖p

22-2p
(21)

D 3T(x),g(x)+h(x)+l(-y)( ) ≤ε‖x‖p 4|s|p-2+8
22-2p ·θ+

1+2s2

2s2
æ

è
ç

ö

ø
÷ (22)

其中

θ=
|s|-p |s|<1

1 |s|≥1{
且对于任意有理数c,有

T(cx)=c2T(x)

  证  令

h1(x)=
1
2h
(x)+

1
2l -x( )    ∀x∈B
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则

2h1(x)=h(x)+l -x( )

由(20)式得:∀x,y∈B,有

D f(sx+y)+fsx-y( ) ,2s2g(x)+2h1(y)( ) ≤ε ‖x‖p +‖y‖p( )

由定理2得:存在唯一的二次偶映射T:B →XF 满足(21)式,且对任意的有理数c,有

T(cx)=c2T(x)

在(20)式中,分别令y=0,x=0,可得:

D 2f(sx),2s2g(x)( ) ≤ε‖x‖p (23)

D 2f(y),h(y)+l(-y)( ) ≤ε‖y‖p (24)

于是,由(21),(23)和(24)式得

D 3T(x),g(x)+h(x)+l(-y)( ) ≤

D T(x),g(x)( ) +D 2T(x),h(x)+l(-y)( ) ≤

s-2D T(sx),f(sx)( ) +s-2D f(sx),s2g(x)( ) +

D 2T(x),2f(x)( ) +D 2f(x),h(x)+l -x( )( ) ≤

ε‖x‖p 4s
p-2+8
22-2p ·θ+

1+2s2

2s2
æ

è
ç

ö

ø
÷

参考文献:
[1] ULAMSM.ProblemsinModernMathematics[M].NewYork:Wiley,1960.

[2] HYERSDH.OntheStabilityoftheLinearFunctionalEquation[J].ProceedingsoftheNationalAcademyofSciences,

1941,27(4):222-224.

[3] RASSIASTM.OntheStabilityoftheLinearMappinginBanachSpaces[J].ProceedingsoftheAmericanMathematical

Society,1978,72(2):297-300.

[4] JUNGSM.Hyers-Ulam-RassiasStabilityofJensen􀆳sEquationandItsApplication[J].ProceedingsoftheAmerican

MathematicalSociety,1998,126(11):3137-3143.

[5] LEEYH,JUNKW.AGeneralizationoftheHyers-Ulam-RassiasStabilityofJensen􀆳sEquation[J].JournalofMathe-

maticalAnalysis&Applications,1999,246(2):627-638.

[6] FECHNERW.OntheHyers-UlamStabilityofFunctionalEquationsConnectedwithAdditiveandQuadraticMappings

[J].JournalofMathematicalAnalysis&Applications,2006,322(2):774-786.

[7] PISZCZEK M,SZCZAWI􀆞SKAJ.StabilityoftheDrygasFunctionalEquationonRestrictedDomain[J].Resultsin

Mathematics,2015,68(1):1-24.

[8] KENARYHA,REZAEIH,GHEISARIY,etal.OntheStabilityofSet-ValuedFunctionalEquationswiththeFixed

PointAlternative[J].FixedPointTheoryandApplications,2012,2012(1):81-97.

[9] CHUHY,KIMA,YOOSK.OntheStabilityoftheGeneralizedCubicSet-ValuedFunctionalEquation[J].Applied

MathematicsLetters,2014,37(6):7-14.

[10]SUNYJ,PARKC,CHOY.Hyers-UlamStabilityofaGeneralizedAdditiveSet-ValuedFunctionalEquation[J].Jour-

nalofInequalitiesandApplications,2013,2013(1):101-106.

[11]MOHIUDDINEASA,SEVLIH.StabilityofPexiderizedQuadraticFunctionalEquationinIntuitionisticFuzzyNormed

Space[J].JournalofComputational&AppliedMathematics,2011,235(8):2137-2146.

[12]GORDJIME,KHODAEIH,KAMYARM.StabilityofCauchy-JensenTypeFunctionalLquationinGeneralizedFuzzy

NormedSpaces[J].Computers& MathematicswithApplications,2011,62(8):2950-2960.

7第4期    金振宇,等:一类模糊数值映射二次型方程和Drygas型方程的Ulam稳定性



[13]MIRMOSTAFAEEAK,MIRZAVAZIRIM,MOSLEHIANMS.FuzzyStabilityoftheJensenFunctionalEquation[J].

FuzzySets&Systems,2008,159(6):730-738.

[14]夏顺友,胥德平,王常春.抽象凸空间中广义模糊博弈的结构稳定性 [J].西南大学学报(自然科学版),2013,35(2):

81-84.

[15]SAADATIR,PARKC.Non-ArchimedeanL-FuzzyNormedSpacesandStabilityofFunctionalEquations[J].Comput-

ers& MathematicswithApplications,2010,60:2488-2496.

[16]BANJ.ErgodicTheoremsforRandomCompactSetsandFuzzyVariablesinBanachSpaces[J].FuzzySets&Systems,

1991,44(1):71-82.

UlamStabilityofSomeFuzzyNumber-ValuedFunctional
EquationsandDrygasTypeFunctionalEquation

JINZhen-yu, WUJian-rong
SchoolofMathematicsandPhysics,SuzhouUniversityofScienceandTechnology,SuzhouJiangsu215009,China

Abstract:ThetheoryoftheUlamstabilityofequationsfocusesonconditionsunderwhichthereexistsan

exactsolutionnearapproximatesolutionsforagivenequation.ThepresentpaperinvestigatestheUlam

stabilityoffuzzynumber-valuedfunctionalequationsinBanachspaces.Byconsideringtheunbounded

differencesbetweenfunctionsandbyusingthemetricdefinedonafuzzynumberspace,theUlamstability

ofmoregeneralfuzzynumber-valuedquadratictypeandDrygastypefunctionalequationsareproved.Mo-

reover,somefundamentalpropertiesofthesolutionsareobtained.Theobtainedconclusionsextendthe

relevantresultsinsomeexistingpapers.

Keywords:Ulamstability;fuzzynumber-valuedmapping;quadratictypefunctionalequation;Drygastype

functionalequation
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