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求解大规模非光滑优化问题的一种修正

Hestenes-Stiefel共轭梯度算法①
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摘要:利用 Moreau-Yosida正则 化 技 术 和 非 单 调 线 搜 索 技 术,设 计 了 一 种 针 对 大 规 模 非 光 滑 优 化 问 题 的 修 正

Hestenes-Stiefel共轭梯度算法.该算法的搜索方向不仅自动满足充分下降条件,而且属于信赖域.在适当条件下,

新算法全局收敛.初步的数值实验也表明新算法对于求解大规模非光滑无约束凸优化问题是有效的.
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非线性共轭梯度法由于具有算法简单、所需的存储需求小等特点,被广泛应用于大规模光滑无约束优

化问题的求解,出现了如PRP[1-2],HS[3],LS[4],FR[5]等一批经典的共轭梯度算法.然而在实际生活中,我

们经常会碰到大规模的非光滑优化问题,如图形图像处理、生物工程等等.充分利用共轭梯度法的特点来

求解非光滑凸优化问题是一个有意义的问题,目前这方面的研究成果还比较少.文献[6]提出了一种新的修

正Polak-Ribière-Polyak共轭梯度法,通过利用 Moreau-Yosida正则化技术,并结合非单调线搜索,新算法

能够有效解决非光滑凸优化问题.同时,文献[6]也提出了一个修正 Hestenes-Stiefel(HS)参数公式,但是

并未进一步设计相应的共轭梯度法,也未对方法的收敛性质和数值效果做讨论.本文将以修正 HS参数公

式为基础建立相应的共轭梯度算法,并讨论其相关性质.

1 非光滑凸问题及其相关理论

考虑如下非光滑无约束优化问题:

min{f(x)|x∈Rn} (1)

其中f:Rn →R是凸函数(可能非光滑).
目标函数f 经过 Moreau-Yosida正则化后记作F:Rn →R:

F(x)=min
z∈Rn
{f(z)+

1
2λ‖z-x‖2} (2)

这里参数λ>0,‖·‖ 指欧氏范数.令

ψ(z,x)=f(z)+
1
2λ‖z-x‖2
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并定义

h(x)=argminzψ(z,x)
因为ψ(z,x)对每一个固定的x 强凸,所以h(x)唯一.因此函数F(x)可以表示为

F(x)=f(h(x))+
1
2λ‖h

(x)-x‖2

根据文献[7-9]容易知道F 具有以下重要性质:

F 是有限凸函数,且处处可微:

g(x)=▽F(x)=
x-h(x)

λ
(3)

进一步地,g:Rn →RnLipschitz连续,即

‖g(x)-g(y)‖ ≤
1
λ‖x-y‖   ∀x,y∈Rn (4)

  x 是(1)式的最优解当且仅当 ▽F(x)=0,即h(x)=x.
从以 上 定 义 容 易 看 出,F(x)和 g(x)可 以 通 过 argminz∈Rnψ(z,x)的 最 优 解 来 获 得.然 而

argminz∈Rnψ(z,x)=h(x)很难精确求出,甚至不可能.因此在实际计算中,不能用精确的h(x)去定义

F(x)和g(x).由于对 ∀x ∈Rn,ε>0,存在向量hα(x,ε)∈Rn,使得

f(hα(x,ε))+
1
2λ‖h

α(x,ε)-x‖2 ≤F(x)+ε (5)

因此,当ε充分小的时候,可用hα(x,ε)近似定义F(x)和g(x):

Fα(x,ε)=f(hα(x,ε))+
1
2λ‖h

α(x,ε)-x‖2 (6)

gα(x,ε)=
x-hα(x,ε)

λ
(7)

这样定义的Fα(x,ε)和gα(x,ε)有以下重要性质:

命题1 设hα(x,ε)满足(5)式,Fα(x,ε)和gα(x,ε)分别由(6),(7)式定义,则有

F(x)≤Fα(x,ε)≤F(x)+ε (8)

‖hα(x,ε)-h(x)‖ ≤ 2λε (9)

‖gα(x,ε)-g(x)‖ ≤
2ε
λ

(10)

以上命题说明,可以通过选取充分小的参数ε,使得Fα(x,ε)和gα(x,ε)无限接近F(x)和g(x).命题1
及其证明详见文献[10].

2 求解非光滑问题的修正HS共轭梯度法

针对非光滑无约束凸优化问题(1),Yuan等在文献[6]提出一个修正HS参数公式:

dk+1=
-gα(xk+1,εk+1)+

gα(xk+1
,εk+1

)Ty*
kdk -dT

kg
α(xk+1

,εk+1
)y*

k

max{2c‖dk‖‖y
*
k ‖,dT

ky
*
k }

ifk≥1

-gα(xk+1,εk+1) ifk=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(11)

这里y*
k =yk +γ*

ksk,yk=gα(xk+1,εk+1)-gα(xk,εk),sk=xk+1-xk,dk 是搜索方向,常数c>0,
并且

γ*
k =

(gα(xk+1
,εk+1

)+gα(xk,εk))
Tsk +2(Fα(xk,εk)-Fα(xk+1

,εk+1
))

‖sk‖
2

但相应算法并未建立.本文将在参数公式(11)基础上,结合非单调Armijo-type线搜索,提出以下包含函数
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值信息的求解非光滑问题的修正HS共轭梯度法.通过研究,该算法不仅自动满足充分下降条件,而且搜索

方向属于信赖域.在适当条件下,证明了新算法全局收敛.初步的数值实验也表明新算法在求解非光滑无约

束凸优化问题方面是有效的.
算法1
步骤1 取x0∈Rn,γ0∈(0,1),σ∈(0,1),c>0,s>0,λ>0,ρ∈[0,1],Q0=1,R0=Fα(x0,

ε0),d0=-gα(x0,ε0),γ∈ (0,1),令k=0.
步骤2 若 ‖gα(xk,εk)‖ <γ,则停止;否则进行步骤3.
步骤3 选取一个标量εk+1 满足0<εk+1 <εk,利用以下非单调Armijo-type线搜索计算步长tk:

Fα(xk +tkdk,εk+1)-Rk ≤σtkgα(xk,εk)Tdk (12)

其中tk =s2-ik,ik ∈ {0,1,2,…}.
步骤4 令xk+1=xk +tkdk,若 ‖gα(xk+1,εk+1)‖ <γ,则停止;否则进行步骤5.
步骤5 利用以下公式校正Rk:

Qk+1=ρQk +1   Rk+1=
ρQkRk +Fα(xk +tkdk,εk+1

)
Qk+1

(13)

  步骤6 利用(12)式计算搜索方向dk+1.
  步骤7 令k:=k+1,转步骤2.
  算法中的非单调Armijo-type线搜索(12)选自文献[11],ρ 是控制非单调程度的参数.当ρ=0时,线

搜索(12)就是普通的单调Armijo-type线搜索.
引理1 对所有k∈N∪ {0},以下充分下降条件成立:

gα(xk,εk)Tdk =-‖gα(xk,εk)‖2 (14)

  证  当k=0时,

d0=-gα(x0,ε0)
(14)式显然成立.

当k≥1时,由(11)式,有

dT
k+1gα(xk+1,εk+1)=-‖gα(xk+1,εk+1)‖2+

gα(xk+1
,εk+1

)Ty*
kdk -dT

kg
α(xk+1

,εk+1
)y*

k

max{2c‖dk‖‖y
*
k ‖,dT

ky
*
k }

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T

gα(xk+1
,εk+1

)=

-‖gα(xk+1,εk+1)‖2

(14)式成立.证毕.
引理2 对所有k∈N∪ {0},以下信赖域性质成立:

‖dk‖ ≤ 1+
1
c

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖gα(xk,εk)‖ (15)

  证  由(11)式得

‖dk+1‖=‖-gα(xk+1,εk+1)+
gα(xk+1

,εk+1
)Ty*

kdk -dT
kg

α(xk+1
,εk+1

)y*
k

max{2c‖dk‖‖y
*
k ‖,dT

ky
*
k }

‖ ≤

‖gα(xk+1,εk+1)‖+
‖gα(xk+1

,εk+1
)‖‖y*

k ‖‖dk‖+‖dk‖‖g
α(xk+1

,εk+1
)‖‖y*

k ‖
max{2c‖dk‖‖y

*
k ‖,dT

ky
*
k }

因为

max{2c‖dk‖‖y*
k ‖,dT

ky*
k }≥2c‖dk‖‖y*

k ‖
所以
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‖dk+1‖ ≤ ‖gα(xk+1,εk+1)‖+

‖gα(xk+1
,εk+1

)‖‖y*
k ‖‖dk‖+‖dk‖‖g

α(xk+1
,εk+1

)‖‖y*
k ‖

2c‖dk‖‖y
*
k ‖

≤

1+
1
c

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖gα(xk+1,εk+1)‖

证毕.

3 全局收敛性

算法1的全局收敛性的证明需要用到以下假设:

假设A  设目标函数f 经 Moreau-Yosida正则化后得到F,则存在常数M >0,使得

‖▽2F(uk)‖ ≤M   ∀uk ∈ [xk,xk+1],∀k∈N (16)

  F 有下界.
   序列{εk}收敛于0.
  根据文献 [11],我们得到以下引理:

  引理3 若假设A成立,针对算法1中的每一个k,有

Fα(xk,εk)≤Rk ≤Ck

其中

Ck =
1

k+1∑
k

i=0
Fα(xi,εi)

而且满足Armijo-type线搜索(12)的步长tk 存在.
引理4 若假设A成立,序列{(xk,tk)}由算法1产生,假设

εk =o(t2k‖dk‖2)

则存在常数m >0,使得步长tk 满足:

tk ≥m (17)

  证  设步长tk 满足线搜索(12)式.下面用反证法证明.
假设tk →0,则存在

t'k =
tk

2
满足

Fα(xk +t'kdk,εk+1)-Rk >σt'kgα(xk,εk)Tdk

把引理3中的Fα(xk,εk)≤Rk ≤Ck 代入上式,可得

Fα(xk +t'kdk)-Fα(xk,εk)>Fα(xk +t'kdk,εk+1)-Rk >σt'kgα(xk,εk)Tdk (18)

由(8),(18)式及假设A,并利用泰勒展开式,有

σt'kgα(xk,εk)Tdk <Fα(xk +t'kdk,εk+1)-Fα(xk,εk)≤

F(xk +t'kdk)+εk+1-Fα(xk,εk)≤
F(xk +t'kdk)-F(xk)+εk+1=

F(xk)+t'kdk
Tg(xk)+

∇F2(ξk)(t'kdk)2

2 -F(xk)+εk+1=

t'kdT
kg(xk)+

(t'k)2dT
k▽F2(ξk)dk

2 +εk+1 ≤

t'kdT
kg(xk)+

M
2
(t'k)2‖dk‖2+εk+1 (19)
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因为

ξk =xk +ιt'kdk   ι∈ (0,1)

根据(10),(14)式及εk+1 ≤εk,由(19)式可得

tk

2=t'k ≥
σgα(xk,εk)Tdk -dT

kg(xk)-
εk+1

t'k

M
2‖dk‖2

>

(gα(xk,εk)-g(xk))Tdk -(1-σ)gα(xk,εk)Tdk -
εk+1

t'k

‖dk‖2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

2
M ≥

(1-σ)‖gα(xk,εk)‖2-
2εk

λ ‖dk‖-
εk

t'k

‖dk‖2

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

2
M

再由εk =o(t2k‖dk‖2)和(15)式,上式变为

t'k >
(1-σ)‖gα(xk,εk)‖2

‖dk‖2
-
o(tk)

λ
-o(tk)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
2
M ≥

(1-σ)

(1+
1
c
)2

-
o(tk)

λ
-o(tk)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

2
M

(20)

不等式两边除以tk 并同取极限,得

1
2 ≥limk→∞

2(1-σ)

1+
1
c

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

M
-o(tk)

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

1
tk

=+∞

矛盾.故假设不成立.命题得证.
根据引理1-4证明算法1的全局收敛性:

定理1 设引理4的条件都成立,则

lim
k→∞
‖g(xk)‖=0

且序列{xk}的聚点即为问题(1)的最优解.
证  先证明

lim
k→∞
‖gα(xk,εk)‖=0 (21)

用反证法.假设(21)式不成立,则存在正数γ0 >0和k0 >0,使得

‖gα(xk,εk)‖ ≥γ0   ∀k>k0 (22)

利用(12),(14),(17),(22)式,得

Fα(xk+1,εk+1)-Rk ≤σtkgα(xk,εk)Tdk =-σtk‖gα(xk,εk)‖2 ≤-σmγ0   ∀k>k0
由(13)式可得:

Rk+1=ρQkRk +Fα(xk +tkdk,εk+1)
Qk+1

≤

ρQkRk +Rk -σmγ0

Qk+1
=

Rk(ρQk +1)-σmγ0

Qk+1
=

RkQk+1-σmγ0

Qk+1
=
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Rk -
σmγ0

Qk+1
(23)

由假设A知F 有下界,因而Fα(x,ε)有下界.又由引理3知对所有的k,Fα(xk,εk)≤Rk,因此不难知

道Rk 有下界.因而根据(23)式,有

∑
∞

k=k0

σmγ0

Qk+1
< ∞ (24)

但由于根据Qk+1 的定义(13)式容易得到Qk+1 ≤k+2,因此

∑
∞

k=k0

σmγ0

Qk+1
≥∑

∞

k=k0

σmγ0

k+2=+∞

这与(24)式矛盾.因此(21)式成立.
另一方面,由(10)式有

‖gα(xk,εk)-g(xk)‖ ≤
2εk

λ
因而结合假设A,即可得到

lim
k→∞
‖g(xk)‖=0 (25)

令x* 是序列{xk}的聚点,则存在子序列{xk}K 满足

lim
k∈K,k→∞

xk =x* (26)

根据(3)式以及F(x)的性质易知

g(xk)=
xk -h(xk)

λ
因此由(25)和(26)式可知

x* =h(x*)

成立,故x* 是问题(1)的最优解.证毕.

4 数值结果

为了考查本文所提算法对大规模非光滑优化问题的数值表现,本文对该方法进行数值实验,并将数值

结果与LMBM(limitedmemorybundlemethod)方法[12]结果进行比较.测试问题选自文献[12],所采用的

程序是在文献[12]的程序基础上利用Fortran语言修改而得,操作系统为 Windows7,软件平台为For-
tran90,处理器为PentiumDualE58003.20GHz,内存为2.0GB,参数选取如下:s=λ=1,ρ=0.5,σ=

0.8,εk=
1

(k+2)2
;终止条件为‖gα(x,ε)‖≤10-15,迭代次数Ni>104 时算法失效.

表1列出了测试问题名称及初始点,表2则列出两种方法数值实验的结果,其中x0 表示初始点,Ni

为迭代次数,Nf 表示函数值的计算次数,f(x)为近似最优点的函数值.
表1 测试问题

序号 测试问题 x0

1 GeneralizationofMAXQ 1,2,…,n
2
,-

n
2+1

…,-n( )
2 ChainedLQ (-0.5,-0.5,…)

3 Numberofactivefaces (1,1,…)

4 NonsmoothgeneralizationofBrownfunction2 (1,0,…)

5 Chainedcrescent (-1.5,2,…)

6 Chainedcrescent2 (1,0,…)
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表2 数值结果

序号 维数
MHS

Ni/Nf/f(x)
LMBM

Ni/Nf/f(x)

1 3000 239/4971/6.95565035384263×10-8 94144/96680/1.13421582307018×10-5

6000 253/5272/6.72613864176914×10-8 245066/250174/565628885146208×10-5

20000 272/5697/6.43327044200730×10-8 1419971/1450334/1.56310859526289×10-4

50000 286/5991/6.59944730089705×10-8 4999996/5000000/5.77622918225693×102

2 3000 11/55/2.79303919430949×10-6 275/1373/-4.24117931495521×105

6000 11/56/2.7935048560623×10-6 314/1847/-8.48377705606314×105

20000 12/59/4.65638516445558×10-6 572/3665/-2.82827964727723×106

50000 22/79/1.16413237987949×10-5 582/2998/-7.07092005296846×106

3 3000 60/1156/1.46156777786002×10-6 1576/1577/1.55474300088791×10-10

6000 65/1261/2.11692365189682×10-6 3085/3086/1.54830814823818×10-10

20000 75/1471/3.70080634945693×10-6 10090/10091/4.71451988448446×10-10

50000 82/1618/5.88890880418025×10-6 25070/25101/1.46335143895238×10-9

4 3000 12/58/2.79303947361358×10-6 542/5145/6.22722674943259×10-8

6000 12/59/2.79350513541275×10-6 951/8278/8.84118943032571×10-4

20000 13/62/4.65638563009292×10-6 746/7446/2.71149509580997×10-8

50000 23/82/1.16413249629323×10-5 1293/10995/7.26535476752977×10-7

5 3000 15/122/4.32518355242273×10-7 199/591/3.84403442410530×10-9

6000 16/124/8.64174399484163×10-7 135/177/5.96554405945529×10-2

20000 17/127/1.43928069529231×10-6 198/279/2.41761611619771×102

50000 26/146/1.79877990336141×10-6 391/725/4.75680539402390×10-9

6 3000 13/61/2.61899865883208×10-6 757/6162/2.66972935429988×10-3

6000 13/62/2.61917378163723×10-6 1163/11352/1.06833241519375×10-3

20000 23/82/8.73099560783075×10-6 1353/12333/3.88650360621634×10-4

50000 42/121/1.09138935182607×10-5 4657/61720/8.01042336673219×10-4

  从表2容易看出,新算法不仅能够有效求解50000维的非光滑问题,而且相比求解非光滑问题的传统

LMBM算法优势明显.由此可以认为,新算法对大规模非光滑无约束凸优化问题的求解是有效的.
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Abstract:ThispapergivesamodifiedHestenes-Stiefelconjugategradientalgorithmforlarge-scalenons-
moothoptimizationproblems,usingtheMoreau-Yosidaregulationapproachincombinationwiththenon-
monotonelinesearchtechnique.Thesearchdirectionofthealgorithmnotonlypossessesthesufficientde-
scentpropertybutalsobelongstoatrustregion.Thenewalgorithmhastheglobalconvergenceunder

properconditions.Apreliminarynumericalexperimentshowsthatthealgorithmproposedhereinismore
effectivethanthenormalmethodforlarge-scalenon-smoothunconstrainedconvexoptimizationproblems.
Keywords:nonsmooth;large-scale;conjugategradientmethod;sufficientdescentcondition;globalcon-
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