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摘要:研究了超线性的Klein-Gordon-Maxwell系统孤立波的存在性.由于方程是定义在R3 上且位势是变号的,对应

的能量泛函不满足山路定理的几何条件.利用局部环绕定理,得到了其非平凡解的存在性,改善和补充了已有的结果.
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研究如下的Klein-Gordon-Maxwell系统:

-Δu+V(x)u-(2ω+ϕ)ϕu=g(x,u) x∈R3

Δϕ=(ω+ϕ)u2 x∈R3{ (1)

其中:ω >0是常数;u,ϕ:R3 →R是未知函数;V:R3 →R为位势函数;g(x,u):R3×R →R是

一连续函数.这个系统有强烈的物理背景:用以描述Klein-Gordon场和电磁场之间的相互作用.本问题具

有变分结构,利用变分方法系统(1)已经有大量的研究结果[1-8].
为了阐述我们的主要结果,做如下的假设:
(V)V(x)∈C(R3,R)下方有界并且存在常数v0 >0满足

lim
|y|→∞

meas{x∈R3:|x-y|≤v0,V(x)≤M}=0   ∀M >0

  (H1)g∈C (R3×R,R),并且存在常数C >0和p∈ [4,2*)使得|g(x,t)|≤C(1+|t|p-1).

  (H2)当t→0时g(x,t)
t →0对x ∈R3 一致成立.

  (H3)当|t|→+∞ 时g(x,t)
t3

→+∞ 对x ∈R3 一致成立.

  (H4)设G(x,t)=g(x,t)t-4G(x,t),则这里存在C>0和r0>0满足当|t|≥r0时有G(x,

t)≥-C|t|2.
  研究系统(1)的一个主要困难是嵌入H1(R3)⤿L2(R3)不紧.为了克服这困难,定义带权Sobolev空间

E= u∈H1(R3)|∫R3
V(x)u2dx< ∞{ }

由于V 是下方有界的,因此存在常数m >0满足V􀮨(x)=V(x)+m >1.定义
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X = u∈H1(R3)|∫R3
V􀮨(x)u2dx< ∞{ }

其上的内积和范数分别为

(u,v)=∫(∇u·∇v+V􀮨(x)uv)dx

和

‖u‖=(u,u)X
1
2

从文献[3]可知嵌入X ⤿L2(R3)是紧的.
由嵌入X ⤿L2(R3)的紧性和自伴紧算子的谱理论,容易得到特征值问题

-Δu+V(x)u=λu   u∈E (2)
拥有完整的一列特征值-∞ <λ1≤λ2≤λ3≤ …,λk →+∞.每个特征值λk 根据其重数已经在序列中重

复出现.我们用φk 表示λk 的特征函数,‖φk‖2=1.本文的主要结果如下:
定理1 假设(V),(H1)-(H4)成立.如果0不是特征方程(1)的特征值,则Klein-Gordon-Maxwell

系统(1)至少有一个非平凡解.
注1 与前面关于系统(1)的结果(例如文献[5-8])不同,这里我们并没有对V 加以正定性假设.
为了证明我们的结果,下面的结论是必须的,证明请见文献[4].
命题1 对任何u∈H1(R3),这里存在唯一的ϕ=ϕu ∈D1

,2(R3)满足方程

-Δϕ+u2ϕ=-ωu2

更进一步,映射Φ:u∈H1(R3)| →Φ[u]=ϕu ∈D1
,2(R3)是连续可微的并且满足:

􀃠 在集合{x|u(x)≠0}上有-ω ≤ϕu ≤0;

􀃡 ‖ϕu‖D1,2 ≤C‖u‖E
2 且∫|ϕu|u2 ≤C‖u‖412

5
≤C‖u‖4E.

由命题1,系统(1)有如下能量泛函

J(u)=
1
2∫R3

|∇u|2+V(x)u2-ωϕuu2( )dx-∫R3
G(x,u)dx   ∀u∈E

并且有

<J'(u),v>=∫R3
∇u·∇v+V(x)uv-(2ω+ϕu)ϕuuv-g(x,u)v( )dx   ∀u,v∈E

对任何q∈ [2,6],显然嵌入E ⤿Lq(R3)是连续的,因此存在常数κq >0满足

‖u‖q ≤κq‖u‖   ∀u∈E (3)
如果0<λ1,易得泛函J满足山路几何结构,这种情况是简单的,我们这里不考虑.由定理1的条件可知0
不是系统(1)的特征值,因此我们不妨认为存在整数l≥1满足0∈ (λl,λl+1

).令

E-=span{φ1,…,φl}   E+=(E-)⊥

则E- 和E+ 分别是二次型

Q(u)=
1
2∫R3

|∇u|2+V(x)u2( )dx

的负空间和正空间.显然

dimE-=l< ∞
更进一步,这里存在常数κ 满足

±Q(u)≥κ‖u‖2   u∈E± (4)
如注记提到的那样,我们要使用局部环绕去证明定理1,下面重新回顾其定义.泛函J关于直和分解E =
E-􀱇E+ 在0点有一个局部环绕,如果存在常数ρ>0满足

J(u)≤0 u∈E-,‖u‖ ≤ρ
J(u)≥0 u∈E+,‖u‖ ≤ρ{ (5)

定义两个有限维空间序列E±
0 ⊂E1

±⊂ … ⊂E± 满足E±=∪
n∈N

E±
n .对多重指标α=(α-,α+)∈N2 定义空

间Eα =E-
α- 􀱇E+

α+,用Jα 表示泛函J在空间Eα 上的限制泛函.
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定义多重指标有如下的序关系:对任何α,β∈N2,称α≤β如果α±≤β±.而称序列{αn}⊂N2 是相容

的,如果对任何α∈N2 存在m ∈N满足对任何n≥m 都有α≤αn.显然如果{αn}是相容的,则其任何子

列也是相容的.
定义1 称泛函Φ∈C1(X)满足Palais-Smale条件(简写为(PS)条件),如果当序列{αn}⊂N2是相容

的,任何序列{un}⊂E 如果满足

un ∈Eαn   supn Φ(un)< ∞   ‖Φ'
αn
(un)‖*

Eαn
→0 (6)

则其含有一个子列收敛到Φ 的一个临界点.
定理2[9] 假设泛函Φ∈C1(X)在0点有一个局部环绕,满足(PS)条件,并将有界集映为有界集,且

对每个m ∈N都有

Φ(u)→-∞   ‖u‖ → ∞   u∈E-􀱇E+
m (7)

则Φ 有一个非平凡临界点.
显然条件(H1)和(H2)暗示这里存在常数C1>0满足当|t|<r0 时|g(x,t)|≤C1|t|和|G(x,

t)|≤
C1

2|t|2|.因此存在C2 >0当|t|<r0 时有

tg(x,t)-4G(x,t)≥-C2|t|2

利用(H4),我们可得

tg(x,t)-4G(x,t)≥-C3|t|2   ∀t∈R
令

f(x,t)=g(x,t)+mt
简单计算表明

F(x,t)=∫
t

0
f x,τ( )dτ≤

t
4f
(x,t)+

b􀮨

4t
2,b􀮨=C3+m >0 (8)

从(H3)易得对x ∈R3,lim
|t|→∞

f(x,t)
t3

=+∞ 一致成立,更进一步从(H2)可知

lim
|t|→0

f(x,t)t
t4

=lim
|t|→0

t2

t4
·g
(x,t)t+mt2

t2
æ

è
ç

ö

ø
÷=+∞

因此存在Λ >0满足对任何(x,t)∈R3×R有

f(x,t)t≥-Λt4 (9)
借助于非线性项f,泛函J:E →R可改写为如下形式:

J(u)=
1
2‖u‖

2-
1
2∫R3

ωϕuu2dx-∫R3
F(x,u)dx

  引理1 假设(V),(H1),(H3)和(H4)被满足,则泛函J满足(PS)条件.
  证  设序列{un}满足(6)式.其中{αn}⊂N2 是相容的.显然

<J
'
αn
(un),un>=<J'(un),un>

如果 ‖un‖ → ∞,则由un ∈Eαn
,(6)和(8)式知,对足够大的n 有

4·sup
n

J(un)+‖un‖ ≥4J(un)-<J
'
αn
(un),un>=

‖un‖2+∫R3
f(x,un)un -4F(x,un)( )dx≥

‖un‖2-b􀮨∫R3
u2

ndx (10)

令

vn =‖un‖-1un

归于某个子列,由紧嵌入X ⤿L2(R3)可推得vn⇀v在X 中,vn →v在L2(R3)中,vn(x)→v(x)a.e.

在R3 中.在(10)式两边同乘以 ‖un‖-2,然后令n→ ∞ 可得b􀮨∫R3
v2dx ≥1,因此v≠0.
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由(9)和(3)式,我们有

∫v=0

f(x,un)un

‖un‖4
dx=∫v=0

f(x,un)un

u4
n

v4
ndx≥-Λ∫v=0

v4
ndx≥

-Λ∫R3
v4

ndx=-Λ‖vn‖44 ≥-Λκ44 >-∞ (11)

对x ∈ {x ∈R3|v≠0},显然|un(x)|→+∞,据此可得

f(x,un(x))un(x)

‖un‖
4 =

f(x,un(x))un(x)

u4
n(x)

v4
n(x)→+∞ (12)

因此,由(9),(10)式和Fatou引理可知

∫R3

f(x,un)un

‖un‖
4 dx≥∫v≠0

f(x,un)un

‖un‖
4 dx-Λκ44 →+∞ (13)

因为{un}满足(6)式,由(13)式,对足够大的n 有

C+1≥
1

‖un‖
4 ‖un‖2+∫R3

ϕ
2
un
u2

ndx-<J'(un),un>( ) =

∫R3

f(x,un)un

‖un‖
4 dx→+∞

矛盾.因此{un}是空间X 中的有界序列.最后用文献[8]中的方法,嵌入X ⤿L2(R3)的紧性,以及X =

∪
n∈N

Xαn
,我们容易得到序列{un}有一个子列收敛到Φ 的一个临界点.引理证毕.

引理2 假设(V),(H1)和(H2)被满足,则泛函J在0点相对于空间分解E=E-􀱇E+ 有一个局部

环绕.
证  由假设(H1)和(H2),这里存在常数C >0满足

|G(x,u)|≤
κ
2κ22

|u|2+Cκ|u|p

对任何u∈E-,由(3)式可推知

J(u)=Q(u)-∫R3
ωϕuu2dx-∫R3

G(x,u)dx≤

-κ‖u‖2+
1
4‖u‖

4+
κ
2κ22

|u|22+Cκ|u|p
p ≤

-
κ
2‖u‖

2+
1
4‖u‖

4+C1‖u‖p (14)

这里

C1=Cκκp
p

类似,对任何u∈E+ 有

J(u)≥
κ
2‖u‖

2-C1‖u‖p (15)

因为p>4,所需结果(5)可从(14)和(15)式得到.引理证毕.
引理3 设Y 是E 的一个有限维子空间,则泛函J在空间Y 上反强制,即

J(u)→-∞   ‖u‖ → ∞,u∈E
  证  如果结论不成立,我们能选出序列{un}⊂Y 和常数β∈R满足

‖un‖ → ∞   J(un)≥β
令

vn =‖un‖-1un

由于dimY < ∞,归于某个子列,对某个v∈Y,‖v‖=1有 ‖vn -v‖ →0,vn(x)→v(x)a.e.R3.因

为v≠0,类似于(13)式,有

∫R3

F(x,un)
‖un‖4

dx→+∞
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由此可推知

J(un)=‖un‖4
1

2‖un‖
2-

1
4‖un‖

4∫R3
ωϕuu2dx-∫R3

F(un)

‖un‖
4dx

æ

è
ç

ö

ø
÷ →-∞

矛盾.引理证毕.
定理1的证明  我们将运用定理2证明泛函J有一个非平凡的临界点.易得泛函J将有界集映射为有

界集.引理1和引理2可得泛函J满足(PS)条件并且在0点有一个局部环绕.因此我们只需要验证(7)式成

立,而dim(E-􀱇E+
m)< ∞,这只是引理3的一个推论而已.证毕
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Abstract:TheexistenceofthesolitarywavesforthesuperlinearKlein-Gordon-Maxwellsystemisconsid-
eredinthispaper.BecausetheequationisdefinedonR3withapotentialindefiniteinsign,thevariationen-
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theorem,weobtaintheexistenceofanontrivialsolutionofit,thusimprovingandsupplementingtheex-
istingresults.
Keywords:Klein-Gordon-Maxwellsystem;Sign-ChangingPotential;locallinking

责任编辑 张 栒    

5第5期    廖 坤,等:具有变号位势的Klein-Gordon-Maxwell系统孤立波的存在性



6 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第40卷


