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考虑疫苗时效及潜伏期的乙肝传染病模型分析①

乔 杰, 刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:建立了一个考虑疫苗时效性和乙肝潜伏期的乙肝传染病模型.首先,讨论了平衡点的存在性;然后,计算了

基本再生数R0,得到系统总存在一个无病平衡点,且当R0>1时,存在唯一正平衡点;最后通过构造Lyapunov泛

函,证明了无病平衡点的全局稳定性和正平衡点的全局稳定性.
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乙肝是由乙型肝炎病毒引起的一种专门破坏肝细胞的传染病,也是最难治愈的疾病之一.目前,疫苗

接种是预防乙肝病毒传染的最有效措施之一,已有学者通过建立SVIR数学模型研究了疫苗对疾病控制的

影响[1-6].正常的乙肝疫苗接种通常需要3次才能达到免疫效果,免疫保护时间可以长达12年,但是3次

接种时间间隔较长,所以存在只接种一次或者两次的情况,并且医学研究表明乙肝疫苗注射免疫成功率为

90%以上,由此说明乙肝疫苗也是存在时间效果的,漏种以及非100%的免疫效果都有可能使接种者在后

期具有一定的感染可能.此外,乙肝还有6周至6个月的潜伏期,部分注射疫苗的个体,潜伏期甚至更长,
因此潜伏期对乙肝病毒传播有重要的的影响,已有学者通过数学建模研究了潜伏期的影响[5-6].

为了研究疫苗时效性以及乙肝潜伏期对乙肝传播控制的影响,我们将总人口分为:易感者S、接种者

V(V 分为两类V1,V2,其中V1 为刚接种者且具有完全免疫力,V2 具有部分免疫力)、潜伏者E(携带病毒,
但是不显现患病特征且无传染性)、感染者I、恢复者R.假设对新生儿接种疫苗[6],且疫苗免疫效力随着时

间而逐渐减弱,从而接种者V1会随时间转变为V2,V2能以相对较小的感染率染病.目前为止乙肝患者大都

接受治疗,因病死亡率比较低[8],所以本文不考虑因病死亡.假设总人口为常数A,且出生率等于死亡率

μ,建立如下模型:
dS
dt=μA(1-η)-βSI-μS

dV1

dt =μAη-εV1-μV1

dV2

dt =εV1-θβV2I-μV2

dE
dt=βSI+θβV2I-(μ+σ)E

dI
dt=σE-(r+μ)I

dR
dt=rI-μR
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其中:η是我们对新生儿的疫苗接种率(0<η<1);β是线性感染率(有效接触率);ε是接种者V1转变成V2

的速率;θ反映了接种者V2 免疫的有效性(0<θ<1);σ是由潜伏者转为疾病患者的速率;r是恢复率.
由于系统(1)的前5个方程与最后一个方程无关,所以我们只需要研究以下模型:

dS
dt=μA(1-η)-βSI-μS

dV1

dt =μAη-εV1-μV1

dV2

dt =εV1-θβV2I-μV2

dE
dt=βSI+θβV2I-(μ+σ)E

dI
dt=σE-(r+μ)I
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(2)

  引理1 在初始条件S(0)>0,V1(0)>0,V2(0)>0,E(0)≥0,I(0)≥0的情况下,系统(2)的
解始终非负,并且最终有界.
  证  反证法  若存在最小时间t1 >0,使得S(t1)=0,代入系统(2)的第一个方程得到

S
·
(t1)=μA(1-η)>0

则存在充分小ε>0使在区间(t1-ε,t1)上有S(t)<0,与S(t)在区间(0,t1)上大于0矛盾,类似可以

证明对所有t>0,有V1 >0,V2 >0.接下来证明对t>0,有E(t)≥0,I(t)≥0,分3种情况:

􀃠 若E(0)=I(0)=0,显然t>0时,仍然有E(t)=I(t)=0.
􀃡 若E(0)>0,I(0)>0,假设存在最小时间t2 >0,使得E(t2)=0或者I(t2)=0.如果E(t2)=

I(t2)=0,则由系统(2)的第4个方程

E(t2)=[E(0)+∫
t2

0
(βS(τ)I(τ)+θβV2(τ)I(τ))e∫

τ

0
(μ+σ)dφdτ]e∫

t2

0
(-μ-σ)dφ

>0

得出矛盾,所以E(t2)=I(t2)=0不成立.不妨假设E(t2)>0且I(t2)=0,此时由系统(2)第5个方

程得到

I
·
(t2)=σE(t2)>0

所以存在t2 的左邻域(t2-δ,t2),使得I(t)<0,t∈(t2-δ,t2),矛盾,故假设不成立.同理E(t2)=0,

I(t2)>0情况也不成立.
􀃢 若E(0),I(0)中有一个大于0,另一个等于0.不妨设E(0)=0,I(0)>0,由系统(2)第4个

方程得

E
·
(0)=(βS(0)+θβV2(0))I(0)>0

所以存在0的邻域(0,δ1)使得E(t)>0,I(t)>0在(0,δ1)成立,不妨取t3∈(0,δ1),则E(t3)>0,

I(t3)>0,沿用 􀃡 的方法可知E(t)>0,I(t)>0在t>t3 时成立.同样方法也可以证明当E(0)>0,

I(0)=0时,结论也成立.综上所述,系统(2)的解始终非负.
令

L(t)=S(t)+V1(t)+V2(t)+E(t)+I(t)
得到

dL(t)
dt =

d(S+V1+V2+E+I)
dt =μA-μ(S+V1+V2+E+I)-rI≤

μA-μ(S+V1+V2+E+I)=

μA-μL(t)
所以对任意充分小的ε>0,有

limsup
t→∞

(S+V1+V2+E+I)≤A+ε

2 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第40卷



引理得证.
设集合Ω= {(S,V1,V2,E,I)∈R5+:0≤S+V1+V2+E+I≤A,S>0,V1>0,V2>0,

E ≥0,I≥0}.为系统(2)的一个正不变集,本文将在Ω 上考虑系统(2)的动力学性质.

1 平衡点的存在性

首先,易得系统存在唯一无病平衡点E0(S0,V10,V20,0,0):

S0=A(1-η)   V10=μAη
μ+ε   V20=

εAη
μ+ε

在无病平衡点E0 处通过下一代矩阵法[9],得到系统的基本再生数:

R0=
σ(βS0+θβV20)
(r+μ)(μ+σ)=

σβA(1-η)(μ+ε)+σθβεAη
(r+μ)(μ+σ)(μ+ε)

接下来,求解系统(2)的正平衡点,显然系统(2)的正平衡点满足:

μA(1-η)-βSI-μS=0

μAη-εV1-μV1=0
εV1-θβV2I-μV2=0

βSI+θβV2I-(μ+σ)E=0
σE-(r+μ)I=0 (3)

由方程(3)的前4个方程可以得到

S=μA(1-η)
βI+μ

   V1=μAη
μ+ε   V2=

εV1

θβI+μ
=

εμAη
(θβI+μ)(μ+ε)

E=βSI+θβV2I
μ+σ =μβIA(1-η)(θβI+μ)(μ+ε)+εμAηθβI(βI+μ)

(θβI+μ)(βI+μ)(μ+ε)(μ+σ)
(4)

将(4)式代入(3)的第5个方程,得到

f(I)≡a1I2+a2I+a3

其中:

a1=-θβ2(r+μ)(μ+ε)(μ+σ)<0
a2=θβ2σμA(1-η)(μ+ε)+θβ2σεμAη-(r+μ)(μ+ε)(μ+σ)(θβμ+βμ)

a3=σμ2A (1-η)β(μ+ε)+σεμ2Aηθβ-(r+μ)(μ+ε)(μ+σ)μ2=

μ2(μ+σ)(μ+ε)(r+μ)(R0-1)
关于f(I),我们有

f(0)=a3=μ2(μ+σ)(μ+ε)(r+μ)(R0-1)

f(A)=a1A2+a2A+a3=
-θβ2(r+μ)(μ+ε)(μ+σ)A+2
θβ2σμ(1-η)(μ+ε)A2+θβ2σεμηA2-
(r+μ)(μ+ε)(μ+σ)(θβμ+βμ)A+σμ2(1-η)β(μ+ε)A+σεμ2ηθβA-
(r+μ)(μ+ε)(μ+σ)μ2

因为

-θβ2(r+μ)(μ+ε)(μ+σ)A2+θβ2σμ(1-η)(μ+ε)A2+θβ2σεμηA2 <0
-(r+μ)(μ+ε)(μ+σ)(θβμ+βμ)A+σμ2(1-η)β(μ+ε)A+σεμ2ηθβA <0

所以f(A)<0.因为当R0 >1时f(0)>0,此时f(I)=0在区间(0,A)上必然存在唯一正根I*.
定理1 系统(2)总存在一个无病平衡点E0(S0,V10,V20,0,0);当R0>1时,系统还存在唯一正平

衡点E*(S*,V*
1 ,V2

*,E*,I*),其中:

S* =μA(1-η)
βI* +μ

   V*
1 =μAη

μ+ε   V2
* =

εμAη
(θβI* +μ)(μ+ε)
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E* =μβI* A(1-η)(θβI* +μ)(μ+ε)+εμAηθβI*(βI* +μ)
(θβI* +μ)(βI* +μ)(μ+ε)(μ+σ)

I* 是方程f(I)=0在区间(0,A)上的唯一正根.

2 平衡点的稳定性

定理2 当R0<1时,系统(2)的无病平衡点E0(S0,V10,V20,0,0)局部渐近稳定;当R0>1时,
系统(2)的无病平衡点E0 不稳定,但是系统的正平衡点E*(S*,V*

1 ,V2
*,E*,I*)局部渐近稳定.

证  使用Jacobian矩阵以及Hurtiwz判据[10]可证.
定理3 当R0 <1时,系统(2)的无病平衡点E0(S0,V10,V20,0,0)全局渐近稳定;当R0>1时,

系统(2)的正平衡点E*(S*,V*
1 ,V2

*,E*,I*)全局渐近稳定.
证  当R0 <1时,定义Lyapunov函数

L0= S-S0-S0ln
S
S0

æ

è
ç

ö

ø
÷+

ε
μ+εV1-V10-V10ln

V1

V10

æ

è
ç

ö

ø
÷+ V2-V20-V20ln

V2

V20

æ

è
ç

ö

ø
÷+E+μ+σ

σ I

沿着系统(2)的轨线求导,得:

L
·
0=μA(1-η)-βS(t)I(t)-μS(t)-

S0

S(t)
[μA(1-η)-βS(t)I(t)-μS(t)]+

ε
μ+ε

[μAη-μV1(t)-εV1(t)]-
ε

μ+ε
V10

V1(t)
[μAη-μV1(t)-εV1(t)]+

εV1(t)-θβV2(t)I(t)-μV2(t)-
V20

V2(t)
[εV1(t)-θβV2(t)I(t)-μV2(t)]+

βS(t)I(t)+θβV2(t)I(t)-
(r+μ)(μ+σ)

σ I(t)

将μA(1-η)=μS0,μAη=(μ+ε)V10,εV10=μV20 代入整理得:

L
·
0=μS0-μS(t)-μS0

S0

S(t)+μS0+εV10-εV1(t)-εV10
V10

V1(t)+
εV10+εV1(t)-

μV2(t)-εV1(t)
V20

V2(t)+μV20+βS0I(t)+θβV20I(t)-
(r+μ)(μ+σ)

σ I(t)=

μS0 2-
S(t)
S0

-
S0

S(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷+μV20 3-

V10

V1(t)-
V2(t)
V20

-
εV1(t)
μV2(t)

æ

è
ç

ö

ø
÷+
(r+μ)(μ+σ)

σ I(t)(R0-1)

从而当R0<1时,L
·
0≤0.设D0={(S,V1,V2,E,I)|L

·
0=0},易得D0的最大不变集为{(S0,V10,V20,

0,0)}.由Lyapunov-LaSalle不变原理[11]知:当R0 <1时,无病平衡点E0 全局渐近稳定.
现在证明系统(2)的正平衡点E* 的全局渐近稳定性,当R0 >1时,定义Lyapunov函数:

L1= S-S* -S*lnS
S*

æ

è
ç

ö

ø
÷+

ε
μ+εV1-V*

1 -V*
1ln

V1

V*
1

æ

è
ç

ö

ø
÷+ V2-V2

* -V2
*ln

V2

V2
*

æ

è
ç

ö

ø
÷+

E-E* -E*lnE
E*

æ

è
ç

ö

ø
÷+μ+σ

σ I-I* -I*lnI
I*

æ

è
ç

ö

ø
÷

沿着系统(2)轨线求导,得:

L
·
1=μA(1-η)-μS(t)-

S*

S(t)
[μA(1-η)-βS(t)I(t)-μS(t)]+

ε
μ+ε

[μAη-(μ+ε)V1(t)]-

ε
μ+ε

V*
1

V1(t)
[μAη-(μ+ε)V1(t)]+εV1(t)-μV2(t)-

V2
*

V2(t)
[εV1(t)-θβV2(t)I(t)-μV2(t)]-

E*

E(t)
[βS(t)I(t)+θβV2(t)I(t)-(μ+σ)E]-

(r+μ)(μ+σ)
σ I(t)-
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μ+σ
σ

I*

I(t)
[σE(t)-(r+μ)I(t)]

因为

μA(1-η)=βS*I* +μS*   μAη=(μ+ε)V*
1

εV*
1 =θβV2

*I* +μV2
*   βS*I* +θβV2

*I* =(μ+σ)E*   σE* =(r+μ)I*

将其代入整理

L
·
1=βS*I* +2μS* -μS(t)-βS*I* S*

S(t)-μS* S*

S(t)+βS*I(t)+2εV*
1 -εV*

1
V*
1

V1(t)-μV2(t)-

εV1(t)
V2

*

V2(t)+
θβV2

*I(t)+μV2
* +

V1(t)V2
*

V*
1V2(t)

(εV*
1 -θβV2

*I* -μV2
*)-βS(t)I(t)

E*

E(t)-

θβV2(t)I(t)
E*

E(t)+
(μ+σ)E* -

(r+μ)(μ+σ)
σ I(t)-(μ+σ)E(t)I*

I(t)+
(r+μ)(μ+σ)

σ I* =

μS* 2-
S*

S(t)-
S(t)
S*

æ

è
ç

ö

ø
÷+βS*I* -βS*I* S*

S(t)+

βS*I(t)+2(θβV2
*I* +μV2

*)-
V*
1

V1(t)
(θβV2

*I* +μV2
*)-

μV2(t)-εV1(t)
V2

*

V2(t)+
θβV2

*I(t)+μV2
* +

V1(t)V2
*

V*
1V2(t)

(εV*
1 -θβV2

*I* -μV2
*)-βS(t)I(t)

E*

E(t)-

θβV2(t)I(t)
E*

E(t)+2
(μ+σ)E* -(μ+σ)E

*

I*I(t)-
E(t)I*

E*I(t)
(βS*I* +θβV2

*I*)=

μS* 2-
S*

S(t)-
S(t)
S*

æ

è
ç

ö

ø
÷+μV2

* 3-
V*
1

V1(t)-
V2(t)
V2

* -
V1(t)V2

*

V*
1V2(t)

æ

è
ç

ö

ø
÷+

βS*I* 3-
S*

S(t)-
S(t)I(t)E*

S*I*E(t)-
E(t)I*

E*I(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷+

θβV2
*I* 4-

V*
1

V1(t)-
V1(t)V2

*

V*
1V2(t)

-
V2(t)I(t)E*

V2
*I*E(t)-

E(t)I*

E*I(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷

所以L
·
1 ≤0,且L

·
1=0当且仅当S(t)=S*,V1(t)=V*

1 ,V2(t)=V2
*,E(t)=E*,I(t)=I*.从而由

Lyapunov-LaSalle不变原理[11]知:当R0 >1时,正平衡点全局渐近稳定.

3 讨  论

本文建立了一个考虑疫苗时效性和潜伏期的传染病模型,通过分析计算得到了疾病的基本再生数R0.
易得R0 关于疫苗接种率η 的导数为

􀆟R0

􀆟η
= -σβA(μ+ε)+σθβAε
(r+μ)(μ+σ)(μ+ε)<0   0<θ<1

因此,基本再生数R0 为疫苗接种率η 的单调减函数.所以在疾病预防中,提高疫苗接种比例是控制乙肝传

播的有效手段之一.同时模型(2)中我们考虑了乙肝潜伏期的影响.如果忽略疾病潜伏期,得到模型的基本

再生数为

R1=βA(1-η)(μ+ε)+θβεAη
(r+μ)(μ+ε)

显然R0 <R1,由此可以看出不考虑乙肝传染的潜伏期会高估疾病传播的基本再生数,所以乙肝潜伏期对

乙肝传播具有很大的影响,具有研究的必要性.
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AnalysisofanHBVTransmissionModelwith
VaccinalEffectivenessandLatency

QIAO Jie, LIUXian-ning
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,anepidemicmodelofHBVconsideringtheeffectsofvaccinaleffectivenessandla-
tencyisestablished.First,theexistenceofequilibriaisdiscussed.Then,thebasicreproductionnumberR0

iscomputed,andweobtainthatinthesystemstillexistsavirus-freeequilibrium,andthereisauniqueen-
demicequilibriumwhenR0>1.Finally,weprovetheglobalstabilitiesofthevirus-freeequilibriumandthe
endemicequilibriumbyconstructingLyapunovfunctions.
Keywords:vaccinaleffectiveness;Lyapunovfunction;basicreproductionnumber;stability
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