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一类反周期函数缺项插值问题的解①

文 晓 霞

宁夏大学 物理与电子电气工程学院,银川750021

摘要:对一类反周期函数双周期插值问题进行分析,根据插值条件,结合基多项式的分解定理,建立相应的线性方

程组,由克莱默法则给出插值问题有解的充分必要条件,并得到该条件下插值解的显式表达式.
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三角函数的插值问题是函数逼近论的一个重要的研究分支.近年来,关于插值问题解的存在性与表

示、插值问题的收敛与饱和等方面产生了很多好的结论[1-8].文献[4]提出了π 周期及其反周期三角多项式

空间与基多项式的概念,并定义了Sharma-Varma算子:
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本文所用其它记号与文献[4]中的完全一致,在此不做叙述.需要指出的一个结果是:

对于给定的结点组:

xk =
kπ
n   k=0,1,…,n-1

当n 为偶数时,Ln(x-xk)|k=0,…,n-1{ } 是ω⊥
n-1 的一组基,其中
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2
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n
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当n 为奇数时,Ln(x-xk)k=0,…,n-1{ } 是ωn-1 的一组基,其中
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1
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2
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文献[6]讨论了一类反周期函数的双周期插值问题,即是否存在π 反周期的三角多项式T(x),满足:

T(x2k)=α0,k   T
(m1)(x2k+1)=α1,k   T

(m2)(x2k+1)=α2,k   T(m3)(x2k+1)=α3,k (1)

其中:m1 <m2<m3 为正整数;x2k =
2kπ
2n
,x2k+1=

2k+1
2n π;αj,k{ } 为给定复数列;k=0,…,n-1,
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j=0,…,3.
文献[8]通过改变结点组的位置考虑类似的插值问题,得到的结论是:插值问题有解的充要条件并未

因为结点组的改变而发生变化,只是插值解的形式发生了改变.本文受文献[8]的启发,考虑这样的插值问

题:是否存在π 反周期的三角多项式T(x),满足条件:

T(x2k)=α0,k   T
(m1)(x2k+1)=α1,k   T

(m2)(x2k)=α2,k   T(m3)(x2k+1)=α3,k (2)

  引理1[6] 若n 为偶数,T(x)∈ω⊥
4n-1,则存在Uj ∈ω⊥

n-1,j=0,…,3,使得
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若n 为奇数,则存在Uj ∈ωn-1(j=0,…,3),使得(3)式仍然成立.
其中

Uj =Uj(x)=∑
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(-1)kT(z4k+j)Ln(x-z4k+j)   zk =
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;k=0,1,…,4n-1;j=0,1,2,3

为了符号简洁,我们记:
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对任意的T(x)∈ω⊥
4n-1,有

T(x)=cos3nxV1+sin3nxV2+cosnxV3+sinnxV4 (4)
显然有以下结果成立:
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  引理2[8] 若T(x)∈ω⊥
4n-1,则
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其中m 为正整数,Dm 表示m 阶微分算子.
定理1 若m1<m2<m3 为正整数,则存在T(x)∈ω⊥

4n-1 满足(2)式当且仅当m2 为偶数且m1,m3

为一奇一偶.且当该条件成立时,有
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其中:

Tj(x)=cos3nxVj1+sin3nxVj2+cosnxVj3+sinnxVj4
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Dji 为分别用(Ln(x),0,0,0)T,(0,Ln(x-x1),0,0)T,(0,0,Ln(x),0)T,(0,0,0,Ln(x-x1))T

代替D 的第i+1列所产生的行列式,i=0,…,3,j=0,…,3.
定理1的证明

若存在T(x)∈ω⊥
4n-1 有以下形式:

T(x)=∑
n-1

k=0
α0kT0(x-x2k)+α1kT1(x-x2k+1)+α2kT2(x-x2k)+α3kT3(x-x2k+1)[ ]

满足(2)式,需有基函数T0(x),T1(x),T2(x),T3(x)∈ω⊥
4n-1 满足以下条件 k=0,…,n-1( ) :

T0(x2k)=δ0k,T
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先来考虑T0(x),由引理1可设

T0(x)=cos3nxV01+sin3nxV02+cosnxV03+sinnxV04

其中:
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由(4)式可得

U00=∑
n-1

k=0

(-1)kT0(x2k)Ln(x-x2k)=Ln(x) (11)

再利用引理2可得
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联立(11)式、(12)式与(13)式,得方程组
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再来考虑T1(x),同样设:

T1(x)=cos3nxV11+sin3nxV12+cosnxV13+sinnxV14
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由(8)式和以上的讨论,有:

U10=0 (14)
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联立(14)式、(15)式与(16)式,得方程组
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用类似的方法讨论T2(x),T3(x),同样可得相应的方程组,而且4个方程组有相同的系数行列式:
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利用Sharma-Varma算子的定义,再结合文献[8]中的方法讨论方程组的解,便可得到插值问题有解的充分

必要条件,由插值条件容易得到T(x)的如定理1所述的显式表达式.
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Abstract:The2-periodicinterpolationunderantiperiodictrigonometricpolynomialsisconsidered.Aseries
oflinearequationsareestablishedbydecomposingthebasispolynomialsofinterpolation,andasufficient
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