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一类次线性分数阶Schrödinger方程的无穷多解①

张 维, 唐春雷

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:研究了如下的分数阶Schrödinger方程:

(-Δ)su+V(x)u=f(x,u)   x∈RN

其中 N≥3,V 是变号位势,f 是次线性的.运用对称山路引理,得到了该方程无穷多解的存在性.
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考虑如下分数阶Schrödinger方程:

(-Δ)su+V(x)u=f(x,u)   x∈RN (1)

其中 N ≥3,s∈ (0,1),V 是位势且f∈C(RN ×R,R).近年来,分数阶方程被很多人研究(见文献

[1-7]).文献[3,5]考虑了V 是强制的且满足inf
x∈RN

V(x)>0时方程(1)无穷多解的存在性.文献[6]

假设V ∈C(RN,[0,+∞))是径向的,得到了方程(1)存在无穷多个径向解和非径向解.当V ∈
C(RN,R)满足inf

x∈RN
V(x)>0时,文献[1]用喷泉定理证明了方程(1)存在无穷多解.受上述结论的

启发,我们考虑当V 是变号位势时,方程(1)无穷多解的存在性.
假设V,f 满足以下条件:

(V0)V ∈C(RN,R),|V-|N
2s
<

S
2
,其中S 是加权的分数阶Sobolev常数,定义为

S=inf∫RN∫RN

|u(x)-u(y)|2

|x-y|N+2s dxdy:u∈Ds,2(RN),∫RN
|u|2

*
sdx=1{ }

其中2*s =
2N

N -2s
;

(f1)f∈C(RN ×R,R),且存在正函数a∈L
N
2s(RN),b∈L2(RN),使得对任意的(x,t)∈RN ×

R都有

|f(x,t)|≤a(x)|t|+b(x)|t|μ-1

其中μ ∈ (1,2),|a|N
2s
<

S
4
;
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(f2)存在x0 ∈RN 和r0 >0,使得:

limsup
t→0

inf
|x-x0|≤r0

t-2F(x,t)( ) =+∞

liminf
t→0

inf
|x-x0|≤r0

t-2F(x,t)( ) >-∞

其中F(x,t)=∫
t

0
f(x,s)ds;

(f3)f(x,t)关于t是奇的.
定理1 假设条件(V0),(f1)-(f3)成立,则方程(1)存在无穷多解.
注1 据我们所知,之前有关分数阶Schrödinger方程的文章都考虑非负位势,本文考虑可变号位势.
注2 设V ∈C∞

0 (RN,R),且满足

-1≤V(x)<0 |x|≤R1

0≤V(x)<1 R1 <|x|≤R2

V(x)=0 |x|>R2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

其中

measBR1
(0)<

S
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
2s

以及

f(x,t)=C0
sin2x1

1+|x|2N
|t|+

cos2x2

1+|x|2N
|t|

-
1
3t

存在C0,使得

C0
sin2x1

1+|x|2N N
2s

<
S
4

这样的V 和f 适合本文的定理1,但不适合文献[1,3,5-6]的定理,因为它们考虑的位势是非负的.
我们用对称山路引理证明定理1,在此之前,给出关于它的一些基本定义.
定义1[4] 设E 是Banach空间,A 是E 的子集.如果u∈A 可以推出-u∈A,我们就说集合A 是

对称的.定义不包含原点的闭对称集合A 的亏格γ(A)为使得从A 到Rk\{0}存在一个连续奇映射的最小整

数k.如果这样的k不存在,定义γ(A)=+∞,γ(Ø)=0.Γk 为满足0∉A 和γ(A)≥k的闭对称集A 的

集族.
引理1[4] 设X 是一个无限维Banach空间,J∈C1(X,R),且满足:

(A1)J(0)=0,J 是偶的、下有界的,且满足(PS)条件;

(A2)对每个k∈N,存在Ek ∈Γk,使得sup
u∈Ek

J(u)<0,则(A22)或者(A22)成立:

(A12)存在临界点序列{uk},使得:

J'(uk)=0   J(uk)<0   uk →0

  (A22)存在临界点序列{uk}和{vk},使得:

J'(uk)=0   J(uk)=0   uk ≠0,uk →0

J'(vk)=0   J(vk)<0   J(vk)→0   vk →/0

  现在,我们介绍分数阶Sobolev空间[2]:

Ds,2(RN)= u∈L2*s (RN):∫RN∫RN

|u(x)-u(y)|2

|x-y|N+2s dxdy<+∞{ }
其范数为
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‖u‖=∫RN∫RN

|u(x)-u(y)|2

|x-y|N+2s dxdy
æ

è
ç
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ø
÷

1
2

在本文中,定义Ds,2(RN)的子空间E 为

E= u∈Ds,2(RN):∫RN
V(x)u2dx<+∞{ }

范数为

‖u‖* =∫RN∫RN

|u(x)-u(y)|2

|x-y|N+2s dxdy+∫RN
V(x)u2dxæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

下证范数 ‖·‖* 是良好定义的.

引理2 假设条件(V0)成立,则范数 ‖·‖* 是良好定义的.
证  由Hölder不等式和分数阶Sobolev嵌入可得

‖u‖2* =‖u‖2+∫RN
V+ (x)u2dx-∫RN

V- (x)u2dx≥

‖u‖2-|V-|N
2s
|u|22*s ≥

1-
|V-|N

2s

S

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ‖u‖2

其中V+=max{V,0},V-=-min{V,0}.由条件(V0)可知

|V-|N
2s

S <1

引理2得证.
设方程(1)对应的能量泛函为I,即

I(u)=
1
2‖u‖

2
* -∫RN

F(x,u)dx

由条件(f1),易得能量泛函I是良好定义的.
如果存在u∈E,对任意的v∈E 都有

∫RN∫RN

|u(x)-u(y)||v(x)-v(y)|
|x-y|N+2s dxdy+∫RN

V(x)uvdx=∫RN
f(x,u)vdx

则称u 为方程(1)的弱解.形式上,泛函I的临界点都是方程(1)的弱解.
引理3 假设条件(f1)成立,则泛函

χ:E →R

u| →∫RN
b(x)|u|μdx

是弱连续的.
证 泛函χ 是良好定义的.设在E 中un⇀u,可知在L2

loc(RN)中un →u,在RN 中un(x)→u(x)几

乎处处成立.由{un}在空间L2*s (RN)中有界,可知{|un|μ}在空间L
2*s
μ (RN)中有界,由此可得在空间

L
2*s
μ (RN)中有|un|μ⇀|u|μ,即得

∫RN
b(x)|un|μdx→∫RN

b(x)|u|μdx

即证χ 是弱连续的.
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同理,可证得τ:E →R:u| →∫RN
a(x)u2dx 是弱连续的.易得I∈C1(E,R).

引理4 假设条件(V0)和(f1)成立,则I是下有界的且满足(PS)条件.
证  对任意的u∈E,我们有

I(u)≥
1
2‖u‖

2
* -∫RN

|a(x)||u|2dx-∫RN
|b(x)||u|μdx≥

1
2‖u‖

2-
1
2|u|22*s |V-|N

2s
+2|a+|N

2s
( ) -C1|b|2*s

2*s -μ

‖u‖μ ≥C2 (2)

由条件(V0)和(f1)可知C2 与u 无关.对任意的(PS)序列{un},若 ‖un‖* →+ ∞,由(2)式可知

I(un)→+∞,这与(PS)序列的定义矛盾.因此,(PS)序列在E 中有界,故存在u∈E,当n→+∞
时,有un⇀u,事实上,

o(1)=<I'(un)-I'(u),un -u>=

∫RN
(f(x,un)-f(x,u))(un -u)dx+‖un -u‖2* (3)

由引理3,可知∫RN
f(x,t)dx 是弱连续的.故当n→+∞ 时,有

∫RN
(f(x,un)-f(x,u))(un -u)dx→0 (4)

由(3)式和(4)式,当n→+∞ 时,有

‖un -u‖2* →0
故I满足(PS)条件.

引理5 假设条件(V0),(f1)和(f2)成立,则对任意的k∈N,都存在Wk ∈Γk,使得

sup
u∈Wk

I(u)<0

  证  不失一般性,我们可以假设条件(f2)中的x0=0,设立方体

D= (x1,x2,…,xN)∈RN:|xi|≤r0,i=1,2,…,N{ }

显然,D⊆Br0.由条件(f2)可得,存在序列{δm},{Mm}和常数δ,C>0,满足δm,Mm >0,且当m→+∞

时,δm →0,Mm →+∞,使得对任意的x ∈D和|u|≤δ,有

F(x,u)≥-Cu2 (5)

以及对任意的x ∈D和m ∈N,有

F(x,δm)

δ2m
≥Mm (6)

对固定的数k∈N,构建Wk ∈Γk 满足引理1的(A2).

存在最小的满足qN ≥k的整数q.把立方体D分成qN 个立方体,记为Di(i=1,2,…,qN).Di 的每个

面与D相对应的面平行且边长d=
r0
q

.构建新的立方体Ei⊆Di 与Di 有相同的中心,对应的面相互平行且

边长为d
2.设函数ψi ∈C∞

0 (RN,[0,1])(i=1,2,…,k),满足:

supp(ψi)⊂Di   supp(ψi)∩supp(ψj)=Ø   i≠j
当x ∈Ei 时,ψi(x)=1;当x ∈RN 时,0≤ψi(x)≤1.定义

Sk-1= (t1,t2…,tk)∈Rk:max
1≤i≤k

|ti|=1{ } (7)

和
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Vk = ∑
k

i=1
tiψi(x):(t1,t2…,tk)∈Sk-1{ } (8)

显然由奇映射(t1,t2,…,tk)| →∑
k

i=1
tiψi(x),可得Vk 同胚于Sk-1,从而有γ(Vk)=γ(Sk-1)=k.

由Vk 是紧的,故存在常数Ck >0,使得对任意的u=∑
k

i=1
tiψi ∈Vk,都有

‖u‖* ≤Ck (9)

对任意的s∈ 0,δ2
æ

è
ç

ö

ø
÷ 和u∈Vk,有

I(su)≤
1
2‖su‖

2
* -∑

k

i=1∫Di
F(x,stiψi)dx (10)

存在整数1≤iu ≤k,使得tiu =1,其中ti 如(7)式所定义.(10)式的最后一项可展开为

∑
k

i=1∫Di
F(x,stiψi)dx=∫Eiu

F(x,stiψi)dx+∫Diu\Eiu

F(x,stiψi)dx+

∑
i≠iu
∫Di

F(x,stiψi)dx (11)

由Eiu ⊆Di ⊆D和(5)式,可得

∫Diu\Eiu

F(x,stiψi)dx+∑
i≠iu
∫Di

F(x,stiψi)dx≥-CrN
0s2 (12)

对任意的δm ∈ 0,δ2
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,结合(9)-(12)式,有

I(δmu)≤
1
2δ

2
mC2

k +CrN
0δ2m -∫Eiu

F(x,δmtiψi)dx≤

δ2m
1
2C

2
k +CrN

0 -
d
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

N

Mm
æ

è
ç

ö

ø
÷ (13)

事实上,

|Eiu |=
d
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

N

对所有的x ∈Eiu
,都有|δmtiψi(x)|≡δm.当m →+∞ 时,有δm →0和Mm →+∞,故存在m0∈N,

使得当m ≥m0 时,(13)式的右边为负.定义

Wk ={δm0u:u∈Vk}

可知:

γ(Wk)=γ(Vk)=k   sup
u∈Wk

I(u)<0

  定理1的证明 由条件(f3)可知I是偶的且I(0)=0,由引理4和引理5可知I满足引理1的(A1)

和(A2).故由引理1可得方程(1)存在非平凡解序列{un}⊂E,且{un}满足I(un)≤0,当n→+∞ 时,

un →0.
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InfinitelyManySolutionsforaClassofSublinear
FractionalSchrödingerEquations

ZHANG Wei, TANGChun-lei
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:ThefollowingfractionalSchrödingerequationisstudied
(-Δ)su+V(x)u=f(x,u)   x∈RN

whereN≥3,Visanindefinitepotentialandfsatisfiessublineargrowth.Theexistenceofinfinitelymany
solutionsisobtainedbyusingthevariantsymmetricmountainlemma.

Keywords:fractionalSchrödingerequation;variationalmethod;infinitelymanysolutions;symmetric

mountainpasstheorem
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