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一类带双临界指数的Schrödinger-Poisson
系统正基态解的存在性①
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摘要:利用变分法和山路引理研究一类带有双临界指数的Schrödinger-Poisson系统,证明了其正基态解的存在性.
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基于其物理意义[1-2],Schrödinger-Poisson系统

-Δu+V(x)u+μK(x)ϕf(u)=g(x,u) x∈R3

-Δϕ=K(x)F(u) x∈R3{
已经被很多学者研究.在函数V,K,g,F(u)=∫

u

0
f(s)ds以及参数μ 的各种假设条件下,他们获得了

非平凡解的存在性结果[1-8].特别地,当g 含有临界项|u|4u 时,文献[5]证明了基态变号解的存在

性.当F(u)=|u|5 时,文献[3]证明了正径向解的存在性.注意到以上结果至多涉及单个的局部临

界项|u|4u或者非局部临界项ϕ|u|3u,当系统中同时含有这两个临界项时,其非平凡解的存在性还

未曾被研究过.
受到文献[1,3]的启发,本文考虑下面的Schrödinger-Poisson系统:

-Δu+u+|u|4u=ϕ|u|3u+λ|u|p-2u x∈R3

-Δϕ=|u|5 x∈R3{ (1)

其中λ>0,2<p<6,|u|4u 和ϕ|u|3u 分别是局部和非局部的Sobolev临界项.本文的主要结果是:
定理1 对任意的λ>0及4<p<6,或对充分大的λ>0及2<p≤4,系统(1)存在正基态解.
注1 系统(1)也被称为Schrödinger-Newton方程,当局部临界项|u|4u和非局部临界项ϕ|u|3u位

于方程的两端时,由于它们所带能量的竞争关系,证明(Ce)c 条件是否成立将成为难点.
注2 在定理1的证明中,我们将遇到几个难点.首先,因为我们在R3 上研究临界问题,此时Sobolev

嵌入 H1(R3)⤿Ls(R3)(2≤s≤6)是连续非紧的,这使得系统(1)的能量泛函不必满足(Ce)c 条件.为

了证明能量泛函有非平凡的临界点,我们将通过Lions引理来修复紧性的缺失.其次,因为2<p<6,直

接证明(Ce)c 序列在 H1(R3)中有界比较困难,我们将利用Pohožaev恒等式来克服这一难点.

1 预备知识

从现在起,我们约定Lebesgue空间Ls(R3)(1≤s≤∞)带有标准范数|·|s,Hilbert空间H1(R3)带
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有范数

‖u‖H =∫R3
|∇u|2+u2dx( )

1
2

以及D1,2(R3)是C∞
0 (R3)关于范数

‖u‖D =∫R3
|∇u|2dx( )

1
2

的完备化空间.H * 表示Banach空间H 的共轭空间.由文献[9]可知Sobolev嵌入D1,2(R3)⤿L6(R3)的

最佳常数

S= inf
u∈D1,2(R3)\{0}

‖u‖2D
|u|26

(2)

由函数uε(x)=
3
1
4ε

1
2

ε2+|x|2( )
1
2

达到,其中ε>0.令o(1)表示无穷小量,Ci(i∈N+)表示不同的正数.

对每个u∈H1(R3),由Hölder不等式以及Sobolev不等式可得,对任意的v∈D1,2(R3),有

Lu(v)=∫R3
|u|5vdx≤|u|56|v|6 ≤S-3‖u‖5D‖v‖D

即对任意的u∈H1(R3),线性泛函Lu∈ D1,2(R3)[ ] *.从而,由Lax-Milgram定理,我们知道Poisson方

程-Δϕ=|u|5 有唯一的正解ϕu ∈D1,2(R3),并且

ϕu(x)=
1
4π∫R3

|u(y)|5

|x-y|
dy

由此,系统(1)可以简化为

-Δu+u+|u|4u=ϕu|u|3u+λ|u|p-2u   x∈R3 (3)
由文献[2],u 是方程(3)的弱解当且仅当(u,ϕu)是系统(1)的弱解,当且仅当u 是能量泛函

Iλ,p(u)=
1
2∫R3

(|∇u|2+u2)dx+
1
6∫R3

|u|6dx-
1
10∫R3

ϕu|u|5dx-
λ
p∫R3

|u|pdx

的临界点.不难证明,对任意的2<p <6以及λ >0,Iλ,p ∈C1 H1(R3),R( ) ,且对任意的u,v ∈
H1(R3),有

<I'
λ,p(u),v>=∫R3

(∇u·∇v+uv)dx+∫R3
|u|4uvdx-∫R3

ϕu|u|3uvdx-λ∫R3
|u|p-2uvdx

因此,证明系统(1)有非平凡弱解等价于证明泛函Iλ,p 有非平凡临界点.
由椭圆方程的正则性理论我们不难证明:系统(1)的每个弱解(u,ϕu)满足u,ϕu ∈C2(R3).从而,类

似于文献[1,3,6]的讨论,我们可以证明下面的引理:
引理1 如果(u,ϕu)是系统(1)的弱解,则(u,ϕu)满足下面的Pohožaev等式:

Pλ,p(u)=
1
2∫R3

|∇u|2dx+
3
2∫R3

u2dx+
1
2∫R3

|u|6dx-

1
2∫R3

ϕu|u|5dx-
3λ
p∫R3

|u|pdx=0 (4)

2 定理1的证明

如果序列{un}⊂H1(R3)满足Iλ,p(un)
n
→c,Pλ,p(un)

n
→0且I'

λ,p(un)
n
→0,则我们称它为泛函Iλ,p 在

水平c∈R处的一个Pohožaev-Cerami序列(简称(PC)c 序列).进而,如果泛函Iλ,p 的每个(PC)c 序列均有

收敛子列,则我们称Iλ,p 满足(PC)c 条件.首先,我们证明泛函Iλ,p 满足山路引理[7]的几何假设条件.
引理2 􀃠 存在ρ0,α0 >0,使得当 ‖u‖H =ρ0 时,有Iλ,p(u)≥α0;

􀃡 存在某个函数e∈H1(R3),满足 ‖e‖H >ρ0 且Iλ,p(e)<0.
证  􀃠 由文献[3]的引理2.1-􀃤、Sobolev嵌入H1(R3)⤿Lp(R3)以及(2)式,对任意的λ>0,我
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们有

Iλ,p(u)≥
1
2‖u‖

2
H +

1
6|u|66-

1
10S|u|106 -

λ
p|u|p

p ≥

1
2‖u‖

2
H -

1
10S6‖u‖

10
H -

C1λ
p
‖u‖p

H

由于p>2,于是我们可以选取ρ0 >0充分小,使得α0=
1
2ρ

2
0-

1
10S6ρ

10
0 -

C1λ
pρp

0 >0满足 􀃠 的要求.

􀃡 任取u∈H1(R3)\{0},定义ut(·)=u
·
t

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,其中t>0.由文献[3]的引理2.1-􀃡,􀃣,我们推断

出:当t→+∞ 时,

Iλ,p(ut)=
t
2∫R3

|∇u|2dx+
t3

2∫R3
u2dx+

t3

6∫R3
|u|6dx-

t5

10∫R3
ϕu|u|5dx-

λt3

p∫R3
|u|pdx→-∞

于是,可以取t0 >0充分大,使得 ‖ut0‖H >ρ0 且Iλ,p(ut0
)<0,则e=ut0

满足 􀃡 的要求.
结合引理2与山路引理[7],我们得知泛函Iλ,p 有一个山路几何结构,且山路值为

c􀮨λ,p = inf
γ0∈Γ􀮨λ,p

max
t∈[0,1]

Iλ,p(γ0(t)) (5)

其中

Γ􀮨λ,p = γ0 ∈C [0,1],H1(R3)( ) :γ0(0)=0,Iλ,p(γ0(1))<0{ }

进一步,我们证明Iλ,p 有一个(PC)c 序列.
引理3 对任意的2<p<6以及λ>0,泛函Iλ,p 有一个(PC)cλ,p 序列{un}⊂H1(R3),即:

Iλ,p(un)
n
→cλ,p   Pλ,p(un)

n
→0   I'

λ,p(un)
n
→0 (6)

  证 根据文献[8],定义映射Φ:R×H1(R3) →H1(R3)为Φ(τ,u)(x)=u(e-τx),我们可知泛函

Iλ,p􀳱Φ(τ,u)=
eτ

2∫R3
|∇u|2dx+

e3τ

2∫R3
u2dx+

e3τ

6∫R3
|u|6dx-

e5τ

10∫R3
ϕu|u|5dx-

λe3τ

p∫R3
|u|pdx

满足Iλ,p􀳱Φ ∈C1 R×H1(R3),R( ) .重复引理2的证明,必存在ρ1,ρ2,α>0,使得当 ‖(τ,u)‖R×H =

(τ2+‖u‖2H)
1
2 =ρ2 且 ‖u‖H =ρ1 时,有Iλ,p􀳱Φ(τ,u)≥α>0.此外,任取u∈H1(R3)\{0},必存

在充分大的t1 >0,使得‖ut1‖H >ρ2且Iλ,p􀳱Φ(0,ut1
)<0.于是,泛函Iλ,p􀳱Φ 有一个山路几何结构,

且山路值为

cλ,p =inf
γ∈Γλ,p

max
θ∈[0,1]

Iλ,p􀳱Φ(γ(θ)) (7)

其中

Γλ,p = γ∈C [0,1],R×H1(R3)( ) :γ(0)=(0,0),Iλ,p􀳱Φ γ(1)( ) <0{ }

注意到Φ(Γλ,p)⊂Γ􀮨λ,p 且{0}×Γ􀮨λ,p ⊂Γλ,p,我们推断出cλ,p =c􀮨λ,p.令M= [0,1]且M0= {0,1},我

们有

∞ >cλ,p =inf
γ∈Γλ,p

max
θ∈M

Iλ,p􀳱Φ(γ(θ))>0=sup
γ∈Γλ,p

sup
θ∈M0

Iλ,p􀳱Φ(γ(θ))

从而,由文献[7]的定理2.9我们得知:存在序列{(τn,vn)}⊂R×H1(R3),满足:对任意的γ∈Γλ,p,

Iλ,p􀳱Φ(τn,vn)
n
→cλ,p

(Iλ,p􀳱Φ)'(τn,vn)
n
→0

min
θ∈[0,1]

‖(τn,vn)-γ(θ)‖R×H

n
→0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(8)
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现在,取un =Φ(τn,vn),由(8)式可知Iλ,p(un)
n
→cλ,p,且对任意的(h,φ)∈R×H1(R3),有

<(Iλ,p􀳱Φ)'(τn,vn),(h,φ)>=<I'
λ,p Φ(τn,vn)( ) ,Φ(τn,φ)>+Pλ,p(Φ(τn,vn))h=o(1) (9)

于是,取(h,φ)=(1,0),我们从(9)式推断出Pλ,p(un)
n
→0.如果取(h,φ)= 0,Φ(-τn,φ)( ) ,则(8)式

的第3个极限式蕴含

‖Φ(-τn,φ)‖H =‖φ(e
τn·)‖H ≤C2‖φ‖H

从而

<I'
λ,p(un),φ>=<(Iλ,p􀳱Φ)'(τn,vn),0,Φ(-τn,φ)( ) >

n
→0

因此,{un}={Φ(τn,vn)}是泛函Iλ,p 的(PC)cλ,p 序列.
引理4 对于泛函Iλ,p 的每个(PC)cλ,p 序列{un},其中

0<cλ,p <
2
5
5+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

+
1
15

5+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úS

3
2

如果un⇀0于 H1(R3),则存在常数r,η>0以及序列{yn}⊂R3,满足|yn|
n
→ ∞ 且

limsup
n→∞∫Br(yn)

u2
ndx≥η>0 (10)

  证  假设结论不成立,根据Lions引理[7],当2<p<6时,有∫R3
|un|pdx

n
→0.从而,由(6)式可

得

cλ,p +o(1)=Iλ,p(un)=
1
2∫R3

(|∇un|2+u2
n)dx+

1
6∫R3

|un|6dx-
1
10∫R3

ϕun |un|5dx+o(1) (11)

以及

o(1)=<I'
λ,p(un),un>=∫R3

(|∇un|2+u2
n)dx+∫R3

|un|6dx-∫R3
ϕun |un|5dx+o(1) (12)

于是,由(12)式,文献[3]的引理2.1-􀃤 以及(2)式,我们有

S|un|26+|un|66 ≤S-1|un|106 +o(1) (13)

进一步,假设在{un}的子列意义下,|un|66
n
→κ且‖un‖2H

n
→l,则由(13)式我们得出S-1κ

5
3 -κ-Sκ

1
3 ≥0.

解得κ=0或者κ≥ 5+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

S
3
2.如果κ=0,则(12)式与文献[3]的引理2.1-􀃤 蕴含l=0,这

与cλ,p >0相矛盾;如果κ≥ 5+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

S
3
2,由(2)式可得l≥ 5+1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

S
3
2,则将(12)式代入(11)

式,我们得到

cλ,p =lim
n→∞

2
5‖un‖2H +

1
15|un|66

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥

2
5
5+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

S
3
2 +

1
15

5+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

S
3
2

这与已知条件相矛盾.因此(10)式成立.
下面,我们证明山路值cλ,p 满足引理4的假设条件.定义ψ(x)∈C∞

0 R3,[0,1]( ) 满足:ψ(x)≡1(x∈
B1(0)),且ψ(x)≡0(x∈R3\B2(0)).令vε(x)=ψ(x)uε(x),根据文献[7,9],当ε→0+ 时,有:

|∇vε|22=S
3
2 +O(ε)   |vε|66=S

3
2 +O(ε3) (14)

以及

|vε|s
s =

O(ε
s
2) 2≤s<3

O(ε
3
2|logε|) s=3

O(ε
6-s
2 ) 3<s<6

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(15)
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  引理5 对任意的λ>0以及4<p<6,或对充分大的λ>0以及2<p≤4,均有cλ,p ∈(0,c*),
其中

c* =
2
5
5+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

+
1
15

5+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úS

3
2

  证  显然,cλ,p >0.我们只需证明cλ,p <c*.对任意的u∈H1(R3),由Young 不等式可得

∫R3
|u|6dx=∫R3

∇ϕu·∇|u|dx≤
1
5+1∫R3

ϕu|u|5dx+
5+1
4∫R3

|∇u|2dx

由此,我们推断出

Iλ,p(u)≤ 1
2+

5+3
20

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

|∇u|2dx+
1
2∫R3

u2dx- 5+1
10 -

1
6

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

|u|6dx-
λ
p∫R3

|u|pdx=

5+13
20∫R3

|∇u|2dx-
35-2
30∫R3

|u|6dx+
1
2∫R3

u2dx-
λ
p∫R3

|u|pdx=Jλ,p(u)

于是,为了证明cλ,p <c*,我们只需找到某个函数v∈H1(R3),使得

sup
t≥0

Jλ,p(tv)<c*

为此,取tvε 为泛函Jλ,p 的测试函数,其中t≥0,ε>0.注意到0是Jλ,p(tvε)在t=0处的局部极小值,
并且当t→+∞ 时,Jλ,p(tvε)→-∞,所以存在某个tε >0,满足

Jλ,p(tεvε)=max
t≥0

Jλ,p(tvε)

进一步,我们不难证明tε 是唯一的,并且存在ε1>0以及T1,T2>0,使得对任意的0<ε<ε1,均有

T1 ≤tε ≤T2.于是,由(14)式我们推断出

Jλ,p(tεvε)=
(5+13)t2ε

20 |∇vε|22-
(35-2)t6ε

30 |vε|66+
t2ε
2|vε|22-

λtp
ε

p |vε|p
p ≤

max
t≥0

(5+13)t2ε
20 |∇vε|22-

(35-2)t6ε
30 |vε|66

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú+

t2ε
2|vε|22-

λtp
ε

p |vε|p
p =

(5+13)
3
2

30(65-4)
1
2

|∇vε|
3
2

|vε|
3
6

+
t2ε
2|vε|22-

λtp
ε

p |vε|p
p ≤

(5+13)
3
2S

3
2

30(65-4)
1
2
+

T2
2

2|vε|22-
λTp

1

p |vε|p
p +O(ε)=

2
5
5+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

+
1
15

5+1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úS

3
2 -hλ,p(ε)

其中

hλ,p(ε)=
λTp

1

p |vε|p
p -

T2
2

2|vε|22-O(ε)

下面,我们分3种情形来证明:对充分小的ε>0,均有hλ,p(ε)>0.
情形1 4<p<6.由(15)式可得,对充分小的0<ε<min{1,ε1}以及任意的λ>0,有

hλ,p(ε)≥
λTp

1

p∫Bε(0)

3
p
4ε

p
2

(ε2+|x|2)
p
2
dx-O(ε)≥C3λε

3-
p
2 -O(ε)

注意到0<3-
p
2 <1

,于是我们推断出,对充分小的ε>0,有hλ,p(ε)>0.

情形2 3<p≤4.取λ=ε
-
1
2,由(15)式,对充分小的0<ε<ε1,我们有

hλ,p(ε)=O(ε
5-p
2 )-O(ε)
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注意到1
2 ≤

5-p
2 <1,于是我们推断出,对充分小的ε>0,有hλ,p(ε)>0.

情形3 重复情形2的讨论,取λ=ε
-
1
2,利用(15)式我们可以证明:当2<p<3或者p=3时,对

充分小的ε>0,均有hλ,p(ε)>0.于是,引理5得证.
为了证明基态解的存在性,我们定义如下的Pohožaev流形以及相应的基态能量:

Mλ,p ={u∈H1(R3)\{0}:Pλ,p(u)=0}
mλ,p = inf

u∈Mλ,p
Iλ,p(u)

  引理6 对任意的2<p<6以及任意的λ>0,均有mλ,p ≥cλ,p,其中cλ,p 由(7)式定义.

  证  任取u∈Mλ,p,定义ut(·)=u
·
t

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,t>0且u0(·)=0,我们有

Iλ,p(ut)=Iλ,p(ut)-
t3

3Pλ,p(u)=
t
2-

t3

6
æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

|∇u|2dx+
t3

6-
t5

10
æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

ϕu|u|5dx

显然,t=1是函数Iλ,p(ut)在[0,+∞)上唯一的最大值点.注意到当t→+∞ 时,Iλ,p(ut)→-∞,则

必存在充分大的正数t∞,使得Iλ,p(ut∞
)<0.令γ0(t)=utt∞

,则γ0∈Γ􀮨λ,p.于是,由(5)式及cλ,p=c􀮨λ,p
可知

Iλ,p(u)=sup
t≥0

Iλ,p(ut)=sup
t≥0

Iλ,p(utt∞
)=sup

t≥0
Iλ,p(γ0(t))≥cλ,p

因此,由u 在 Mλ,p 中的任意取法,我们推断出mλ,p ≥cλ,p.
定理1的证明  结合引理2、引理3以及引理5,对任意的λ>0及4<p<6,或者对充分大的λ>0

及2<p≤4,泛函Iλ,p 均有(PC)cλ,p 序列{un}⊂H1(R3),其中cλ,p <c*.首先,我们证明{un}在H1(R3)
中有界.事实上,由(6)式我们有

cλ,p +o(1)=Iλ,p(un)-
1
3Pλ,p(un)=

1
3∫R3

|∇un|2dx+
1
15∫R3

ϕun |un|5dx (16)

以及

cλ,p +o(1)=Iλ,p(un)-
1
2
<I'

λ,p(un),un>≥-
1
3∫R3

|un|6dx+λ 1
2-

1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

|un|pdx (17)

结合(16),(17)式以及(2)式,由<I'
λ,p(un),un>=o(1)可得

∫R3
|∇un|2+u2

ndx≤∫R3
ϕun |un|5dx+λ∫R3

|un|pdx+o(1)≤C4

因此,{un}在H1(R3)中有界,则必存在函数u∈H1(R3),使得在{un}的子列意义下,un⇀u.接下来,我

们分2步完成定理1的证明:
步骤1 证明存在函数v∈H1(R3)\{0},满足v≥0且I'

λ,p(v)=0.

如果u=0,根据引理4与引理5,存在常数r,η>0以及序列{yn}⊂R3,使得|yn|
n
→∞ 且(10)式

成立.令vn(·)=un(·+yn),因为‖vn‖H =‖un‖H,则由Rellich嵌入定理[7],必存在函数v∈H1(R3),
使得:在{vn}的子列意义下,当n→ ∞ 时:

vn⇀v x∈H1(R3)

vn →v x∈Ls
loc(R3),2≤s<6

vn(x)→v(x) a.e.x∈R3

ì

î

í

ï
ï

ïï

(18)

显然,(10)式与(18)式蕴含v≠0.为了证明I'
λ,p(v)=0,注意到C∞

0 (R3)在 H1(R3)中稠密,我们

只需证明,对任意的φ ∈C∞
0 (R3),有<I'

λ,p(v),φ>=0.为此,由(18)式我们知道,存在函数ω ∈
L5(suppφ),满足

|vn|p-1|φ|≤|ω|p-1|φ|∈L1(suppφ)
于是,由(18)式以及Lebesgue控制收敛定理,我们有

∫R3
|vn|p-2vnφdx

n
→∫R3

|v|p-2vφdx (19)
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注意到{|vn|4vn}在L
6
5(R3)中有界,由(18)式得知,在{vn}的子列意义下,|vn|4vn⇀|v|4v于L

6
5(R3).

因此

∫R3
|vn|4vnφdx

n
→∫R3

|v|4vφdx (20)

由Hölder不等式、(2)式以及文献[3]的引理2.1-􀃤 可得

∫R3
|ϕvn |vn|3vn -|v|3v( )|

6
5dx≤2

6
5∫R3

|ϕvn |
6
5(|vn|

24
5 +|v|

24
5)dx≤

2
6
5|ϕvn |

6
5
6(|vn|

24
5
6 +|v|

24
5
6 )≤

C5‖vn‖6D(‖vn‖
24
5
H +‖v‖

24
5
H)

于是,结合(18)式我们得知,在{vn}的子列意义下,ϕvn
(|vn|3vn -|v|3v)⇀0于L

6
5(R3).从而,有

∫R3
ϕvn
(|vn|3vn -|v|3v)φdx

n
→0 (21)

此外,注意到|v|3vφ∈L
6
5(R3),由(18)式、文献[3]的引理2.1-􀃦 以及嵌入D1,2(R3)⤿L6(R3)可得

∫R3
(ϕvn |v|3vφ-ϕv|v|3vφ)dx

n
→0 (22)

结合(19)-(22)式,由 ‖φ(·-yn)‖H =‖φ‖H 可得

<I'
λ,p(v),φ>=lim

n→∞
<I'

λ,p(vn),φ>=lim
n→∞
<I'

λ,p(un),φ(·-yn)>=0 (23)

即v 是泛函Iλ,p 的非平凡临界点.进一步,由于泛函Iλ,p 是对称的,我们可以保证v≠0满足v≥0.
如果u≠0,重复(23)式的证明,我们可以证得u≥0且I'

λ,p(u)=0.此时,我们令vn(·)=un(·+0)
且v=u.

步骤2 证明在步骤1中得到的非负非平凡临界点v 满足Iλ,p(v)=mλ,p =cλ,p 且(v,ϕv)>0.
由引理1可得Pλ,p(v)=0.由此,结合引理6、(4)式、‖·‖2D 的弱下半连续性及文献[6]的引理

2.1-􀃠,我们有

cλ,p ≤mλ,p ≤Iλ,p(v)=Iλ,p(v)-
1
3Pλ,p(v)=

1
3∫R3

|∇v|2dx+
1
15∫R3

ϕv|v|5dx≤

liminf
n→∞

1
3∫R3

|∇vn|2dx+
1
15∫R3

ϕvn |vn|5dx
æ

è
ç

ö

ø
÷=

liminf
n→∞

Iλ,p(un)-
1
3Pλ,p(un)

æ

è
ç

ö

ø
÷=cλ,p

因此,(v,ϕv)是系统(1)的非负非平凡基态解.进一步,我们证明(v,ϕv)>0.令

D={x∈R3:v(x)>0}
由椭圆方程的正则性理论可知v,ϕv ∈C2(R3),于是D 是开集.反设􀆟D ≠Ø,取x0∈􀆟D 满足v(x0)=0,
则必存在δ>0,使得U􀳱 (x0;δ)∩D ≠Ø.不妨假设x1 ∈U􀳱 (x0;δ)∩D,在球B= {x ∈R3:

|x-x1|<|x1-x0|+δ}上由强极大值原理可知,对任意的x ∈B,有v(x)>0,这与x0∈B 且

v(x0)=0相矛盾.于是􀆟D=Ø,即对任意的x∈R3,有v(x)>0.注意到v≠0蕴含ϕv >0(x∈R3),
因此(v,ϕv)是系统(1)的正基态解.定理1得证.
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Schrödinger-PoissonSystemswithDoubleCriticalExponents
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SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Byusingthevariationalmethodandthemountainpasstheorem,weprovetheexistenceofposi-
tivegroundstatesolutionsforaclassofSchrödinger-Poissonsystemswithdoublecriticalexponents.
Keywords:Schrödinger-Poissonsystem;doublecriticalexponent;variationalmethod;mountainpassthe-

orem;positivegroundstatesolution
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