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带有临界指数的Schrödinger方程
正基态解的存在性①

李贵东, 唐春雷

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:研究了如下带有临界非线性项的Schrödinger方程:

-Δu=|u|4u+k(x)|u|p-2u   x∈Ω

其中Ω⊂R3 是有界开集,p∈(2,4),k∈L
6
6-p(Ω)满足适当的局部性质.运用Nehari流形,得到了方程正基态解

的存在性.
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考虑如下Schrödinger方程:

-Δu=|u|4u+k(x)|u|p-2u x∈Ω
u∈H0

1(Ω){ (1)

其中Ω ⊂R3 是有界开集,p∈ (2,4),且k满足以下条件:

(k1)k∈L
6
6-p(Ω),并且k(x)≥0;

(k2)存在x0 ∈Ω,使得

0<liminf
x→x0

k(x)
|x-x0|

-β ≤limsupx→x0

k(x)
|x-x0|

-β <+∞

  近年来,许多学者对方程(1)进行了广泛的研究.当k≡0且Ω= RN 时,文献[1-2]得到了方程

(1)正解的唯一性.文献[3]在全空间里考虑了方程(1),假设p=2,k∈L
N
2(RN),且在正测度集上

k(x)<0,得到了方程(1)正解的存在性.文献[4]考虑k(x)=λ,运用约束极小化方法,证明了当4≤
p<6且λ>0时,或者2<p<4且λ足够大时,方程(1)有正解.相关问题的进一步结果可以参见文

献[5-8].受上述文献的启发,我们将考虑当2<p<4并且k∈L
6
6-p(Ω)时,方程(1)的正基态解的存

在性.本文的主要结果是:

定理1 假设条件(k1)-(k2)成立.若β∈ 2-
p
2
,2-

p
6

æ

è
ç

ù

û
úú ,则方程(1)至少有1个正的基态解.

注1 为了方便,我们不妨假设x0=0.本文将文献[4]中的常数λ替换成一般的函数k(x),得到了与
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文献[4]相似的结果.由k(x)的一般性,满足条件的函数更多.例如:

k(x)=
1 x∈Ω\Bδ(0)

|x|
p
6-2

x∈Bδ(0){
  定义I:H1

0(Ω) →R为方程(1)对应的能量泛函,即

I(u)=
1
2∫Ω

|∇u|2dx-
1
6∫Ω

|u|6dx-
1
p∫Ω

k(x)|u|pdx

如果u∈H1
0(Ω),对任意的v∈H1

0(Ω),满足

∫Ω
∇u·∇vdx=∫Ω

|u|4uvdx+∫Ω
k(x)|u|p-2uvdx

则称u 是方程(1)的弱解.形式上,泛函I的临界点都是方程(1)的弱解.Nehari流形定义为

N= u∈H1
0(Ω)\{0}:<I'(u),u>=0{ }=

u∈H1
0(Ω)\{0}:∫Ω

|∇u|2dx=∫Ω
|u|6dx+∫Ω

k(x)|u|pdx{ }

  引理1 假设条件(k1)-(k2)成立.若β∈ 2-
p
2
,2-

p
6

æ

è
ç

ù

û
úú ,则:

  􀃠 对任意的u∈H0
1(Ω)\{0},存在唯一的tu >0,使得tuu∈N且I(tuu)= max

t∈(0,+∞)
I(tu);

  􀃡I限制在Nehari流形N上的下界大于一个正数.
  证  􀃠 对任意的t∈ (0,+∞)和u∈H0

1(Ω)\{0},设

Φ(t)=I(tu)=
t2

2∫Ω
|∇u|2dx-

t6

6∫Ω
|u|6dx-

tp

p∫Ω
k(x)|u|pdx (2)

可得

<I'(tu),tu>=Φ'(t)t=t2∫Ω
|∇u|2dx-t6∫Ω

|u|6dx-tp∫Ω
k(x)|u|pdx

由函数的单调性可证 􀃠.
􀃡 由u∈N,可得

‖u‖2 ≤C ‖u‖6+|k|6
6-p
‖u‖p( )

由N的定义,可知u≠0.因此存在不依赖u 的σ,满足 ‖u‖ ≥σ>0,同时有

I(u)-
1
p
<I'(u),u>=

1
2-

1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

|∇u|2dx+
1
p -

1
6

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

|u|6dx≥

1
2-

1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖2 ≥

1
2-

1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷σ2

因而对任意的u∈N,都有I(u)≥
1
2-

1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷σ2 >0.

由引理1,易得m=inf
u∈N

I(u)>0.定义S 为

S=inf∫R3
|∇u|2dx :u∈D1,2(RN),∫R3

|u|6dx=1{ }
由文献[1-4,7],S 可由函数

Uε =C
ε
1
2

ε+|x|2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

达到,这里C是固定的正数,ε>0.定义一个截断函数ψ∈C∞
0 (R3,[0,1]),它满足ψ(x)=1,x∈Bρ

(0)

且ψ(x)=0,x ∈R3\B2ρ
(0),这里的ρ 是一个正数.令uε =ψUε,定义测试函数

vε =
uε

∫Ω
|uε|6dx( )

1
6
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当ε足够小时,根据文献[4,7]可知:

∫Ω
|vε|6dx=1   ∫Ω

|∇vε|2dx=S+O(ε
1
2)

  引理2 假设条件(k1)-(k2)成立.若β∈ 2-
p
2
,2-

p
6

æ

è
ç

ù

û
úú ,则

lim
ε→0

∫|x|<ε
1
2
k(x)|vε|pdx

ε
1
2

=+∞

  证  事实上,当|x|<ε
1
2 时,有

vε ≥C ε
1
2

ε+|x|2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

≥C1ε
-
1
4

由条件(k2),可得

liminf
ε→0

∫|x|<ε
1
2
k(x)|vε|pdx

ε
1
2

≥liminf
ε→0

C2ε
4-2β-p
4

因β∈ 2-
p
2
,2-

p
6

æ

è
ç

ù

û
úú ,所以4-2β-p<0,故

lim
ε→0

∫|x|<ε
1
2
k(x)|vε|pdx

ε
1
2

=+∞

  引理3 假设条件(k1)-(k2)成立.若β∈ 2-
p
2
,2-

p
6

æ

è
ç

ù

û
úú ,则存在正数tε,ε0,T*,满足tεvε∈N,

且ε0 ≥ε时tε ≥T* >0.
  证  由引理1的 􀃠 知tε 存在.事实上,只需要讨论tε <1的情况.由<I'(tεvε),tεvε>=0,可得

∫Ω
|∇vε|2dx≤tp-2

ε 1+∫Ω
k(x)|vε|pdx( )

根据Sobolev不等式,有

tp-2
ε ≥

S+O(ε
1
2)

1+|k|6
6-p

S+O(ε
1
2)( ) p

易知存在ε0 >0,当ε0 ≥ε时有O(ε
1
2)≤S.故ε0 ≥ε时,有

tε ≥
S

1+2p|k|6
6-p
Sp

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1
p-2

=T*

  引理4 假设条件(k1)-(k2)成立.若β∈ 2-
p
2
,2-

p
6

æ

è
ç

ù

û
úú ,则m <

1
3S

3
2.

  证  对任意的t∈ (0,+∞),设

Ψ(t)=
1
2∫Ω

|∇tvε|2dx-
1
6∫Ω

|tvε|6dx=
t2

2∫Ω
|∇vε|2dx-

t6

6

则t* =∫Ω
|∇vε|2dx

1
4

时,有

Ψ(t*)= sup
t∈(0,+∞)

Ψ(t)=
1
3∫Ω

|∇vε|2dx( )
3
2

=
1
3S

3
2 +O(ε1

2)

由m 的定义和∫Ω\{|x|<ε
1
2}
k(x)|vε|pdx ≥0,可知
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m ≤Itεvε( ) =

t2ε
2∫Ω

|∇vε|2dx-
t6ε
6-

tp
ε

p∫Ω
k(x)|vε|pdx≤

Ψ(t*)-
tp

ε

p∫|x|<ε
1
2
k(x)|vε|pdx-

tp
ε

p∫Ω\{|x|<ε
1
2}
k(x)|vε|pdx≤

1
3S

3
2 +O(ε1

2)-tp
ε

p∫|x|<ε
1
2
k(x)|vε|pdx

根据引理2-3,可得ε足够小时m <
1
3S

3
2.

定理1的证明  由文献[7]的定理8.5,可得到(PS)m 序列{un},即:

I(un)→m   I'(un)→0
不妨假设un(x)≥0(a.e.x ∈Ω).序列{un}显然是有界的,则存在u ∈ H1

0(Ω),满足un⇀u(x ∈
H1
0(Ω)).假设u=0,那么根据条件(k1),可得

lim
n→∞∫Ω

k(x)|un|pdx=∫Ω
k(x)|u|pdx=0 (3)

由<I'(un),un>=0,当n→ ∞ 时,有

∫Ω
|∇un|2dx=∫Ω

|un|6dx+∫Ω
k(x)|un|pdx=∫Ω

|un|6dx+o(1)

由Sobolev不等式,可知

∫Ω
|∇un|2dx≤S-3∫Ω

|∇un|2dx( )
3

+o(1)

可得

lim
n→∞∫Ω

|∇un|2dx=0

或者

lim
n→∞∫Ω

|∇un|2dx≥S
3
2

如果

lim
n→∞∫Ω

|∇un|2dx=0

那么由引理1􀃡 的证明过程可得

m=lim
n→∞

I(un)=0

这与引理1􀃡 矛盾.如果

lim
n→∞∫Ω

|∇un|2dx≥S
3
2

那么由(3)式可得

m=lim
n→∞

I(un)=

lim
n→+∞

I(un)-
1
6
<I'(un),un>=

lim
n→∞

1
3∫Ω

|∇un|2dx+
1
6-

1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

k(x)|u|pdx=

lim
n→∞

1
3∫Ω

|∇un|2dx+o(1)≥

1
3S

3
2
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这与引理4矛盾.故假设不成立,即u≠0.由I'(·)的弱连续性得,u 是方程(1)的非平凡解.因

m ≤I(u)≤liminf
n→∞

I(un)=m

故I(u)=m.结合强极大值原理可得u 是正的.再由m 的定义,即证u 是方程(1)的正基态解.
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ExistenceofaPositiveGroundStateSolutionfor
SchrödingerEquationswithaCriticalTerm

LIGui-dong, TANGChun-lei
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,thefollowingSchrödingerequationwithacriticaltermisstudied:

-Δu=|u|4u+k(x)|u|p-2u   x∈Ω

whereΩ⊂R3isaboundedopenset,p∈(2,4),andk∈L
6
6-p(Ω)satisfiessuitablelocalproperties.The

existenceofapositivegroundstatesolutionisobtainedbyusingtheNeharimanifold.
Keywords:Schrödingerequation;criticalgrowth;Neharimanifold;groundstatesolution
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