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一类条件极值判定的拉格朗日方法①
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摘要:研究了多元函数条件极值的充分条件与判定方法,建立了可行集 M与变分空间V(P0)上的点之间的联系.利

用二者间关键的误差估计,给出了条件极值判定定理的简化证明.
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条件极值问题是分析学和运筹学当中的重要内容,它主要是对一定约束条件下目标函数的求解,例如

求解满足约束条件gi(x1,x2,…,xn)=0(i=1,2,…,k)的目标函数z=f(x1,x2,…,xn).这里f,gi

都是二阶连续可微的函数,1≤k <n.我们记向量值函数g =(g1,g2,…,gk)T,梯度算子 D =


x1

,…,
xn
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÷ .当Dg行满秩时,约束条件g=0确定了一个隐函数组y=y(x).不妨设该隐函数组的自

变量和因变量分别为x=(x1,x2,…,xm),y=(xm+1,xm+2,…,xn),自然数m=n-k.于是原条件极

值问题可记为

z=f(x,y)   s.t.g(x,y)=0 (1)

我们知道z=f(x,y)的无约束极值可根据Hessian矩阵Hf =
2f
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n×n
来进行判断[1].然而条件极值

问题(1)却没有完整的判定定理.因为当拉格朗日函数

L(P,λ)=f(P)+∑
i
λigi(P)

关于P(x,y)的Hessian矩阵HL 不定时,无法确定f 的极值情况.文献[2]给出了相应的反例:

f(x1,x2,x3)=x1
2+x2

2-x3
2   s.t.g(x1,x2,x3)=x3=0

此时 HL 在驻点(x1,x2,x3,λ)=(0,0,0,0)处是不定的,然而上述问题的f 却在点P(x1,x2,x3)=
(0,0,0)处取得极小值.这说明了条件极值问题在求解与判定方面都更加复杂和困难.约束极值的研究价

值不仅限于多元函数,它在泛函的临界点理论中也有着重要的应用,具体案例参见文献[3-5].本文将结

合驻点的一阶可行变分空间,研究条件极值的二阶判定方法.
记可行集 M={(x,y):g(x,y)=0}.假设点P0(x,y)∈M是f 在M上的极值点,则存在拉格朗日

乘子λ=(λ1,λ2,…,λk),使得

DL(P0,λ)=Df(P0)+∑
k

i=1
λiDgi(P0)=0 (2)
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记增量Δx=(Δx1,…,Δxm),Δy=(Δxm+1,…,Δxn).若点P(x+Δx,y+Δy)∈M,则利用泰勒展开

式可知:

f(P)-f(P0)=Df(P0)(Δx,Δy)T+
1
2
(Δx,Δy)Hf(P0)(Δx,Δy)T+

o(‖Δx‖2+‖Δy‖2) (3)

0=gi(P)-gi(P0)=Dgi(P0)(Δx,Δy)T+
1
2
(Δx,Δy)Hgi

(P0)(Δx,Δy)T+

o(‖Δx‖2+‖Δy‖2) (4)

其中1≤i≤k.将(4)式乘以相应的λi,再累加到(3)式上,结合(2)式可得

f(P)-f(P0)=
1
2
(Δx,Δy)HL(P0)(Δx,Δy)T+o(‖Δx‖2+‖Δy‖2) (5)

由(5)式可以看出,仅凭借HL(P0)在Rn 上的正定(负定)性来判断极值是十分粗略的,有些情形下甚至是

失效的.这是因为点P 在可行集上变动时,对应的增量(Δx,Δy)仅是Rn 的一个子集.我们记M上点P0的

一阶可行变分子空间为

V(P0)={(δx,δy)∈Rm ×Rk:Dg·(δx,δy)T=0}

进而得到如下结论.
定理1 设函数f,gi(i=1,…,k)均在点P0∈Rn 的某邻域内二阶连续可微,且矩阵Dg的秩为k.若

点(P0,λ)是拉格朗日函数L(P,λ)=f(P)+∑
i
λigi(P)的驻点,则:

(a)当HL(P0)在空间V(P0)上正定时,函数f 在点P0 取条件极小值;
(b)当HL(P0)在空间V(P0)上负定时,函数f 在点P0 取条件极大值;
(c)当HL(P0)在空间V(P0)上不定时,函数f 在点P0 一定不取极值.
注  文献[6-7]提出了结论(a),(b)的一种证明方法.但是文献[6-7]中的方法较为繁琐,不易推

广,无法解决HL(P0)不定时的判定.于是本文建立了一个新的估计式,它既给出了结论(a),(b)的简洁证

明,同时得到更丰富的结果.
我们记多元函数的偏微分算子:

Dx =
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xm
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则向量值函数g 的偏微分记为:

Dxg=(Dxg1,…,Dxgk)T   Dyg=(Dyg1,…,Dygk)T

一般情况下,点P 在P0的邻域N(P0)∩M内变动时,自变量的增量(Δx,Δy)与(δx,δy)∈V(P0)是不

同的两个量.我们需要先建立估计式,找到集合 M与空间V(P0)的联系.
命题1 任何(δx,δy)∈V(P0)和实数t,当Δx=tδx 时,增量Δy=y(x+tδx)-y(x)满足Δy=

tδy +o(t)·I1×n,其中I1×n 是1×n 阶的全1矩阵.
证  对g (x,y)=0两端关于x 求偏微分,得

Dxg+Dyg·DxyT=0
于是

DxyT=-(Dyg)-1·Dxg
由(δx,δy)∈V(P0)知

Dxg·δT
x +Dyg·δT

y =0
于是
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δT
y =-(Dyg)-1·Dxg·δT

x =DxyT·δT
x

利用多元函数的泰勒展开式得:

yi=yi(x+tδx)-yi(x)=Dxyi·tδT
x +

1
2tδx·Hyi

(ξi)·tδT
x =Dxyi·tδT

x +o(t)

Δy=(DxyT·tδT
x)T+o(t)·I1×n =tδy +o(t)·I1×n

其中ξi 是x 与x+tδx 之间的中值点,i=1,…,k.证毕.
定理1的证明

(a)已知HL(P0)在空间V(P0)上正定.于是在驻点P0(x,y)的ε 邻域Nε(P0)内任取一点P(x+
Δx,y+Δy)∈M,令:

δx =Δx

δy =-[(Dyg)-1·Dxg·ΔxT]T

可知

(δx,δy)∈V(P0)
记

t= ‖δx‖2+‖δy‖2

显然当ε→0时,‖Δx‖ 和t都收敛到0.令:

δx =t-1δx   δy =t-1δy   Q(δx,δy)=(δx,δy)HL(P0)(δx,δy)T

运用(5)式与命题1可得

f(P)-f(P0)=
1
2
(tδx,tδy)HL(P0)(tδx,tδy)T+o(t2)+o(‖tδx‖2+‖tδy‖2)=

1
2t

2Q(δx,δy)+o(t2) (6)

因为二次型Q(δx,δy)在单位闭球上一定能取到最小值,所以存在正数Qm >0,使得Q(δx,δy)≥Qm >0.
注意到(6)式中o(t2)关于ε的一致性.我们推出:只要ε充分小,则任何P∈Nε(P0)都满足

f(P)-f(P0)>
1
4t2Qm >0

即f 在P0 取到极小值.
(b)证明与(a)同理.
(c)已知HL(P0)在空间V(P0)上不定,则存在两个线性无关的向量(δ+

x,δ+
y),(δ-

x,δ-
y)∈V(P0),

使得

Q(δ+
x,δ+

y)>0   Q(δ-
x,δ-

y)<0
对任意的t>0,记:

xt=x+tδ+
x   yt=y(x+tδ+

x)
则增量Δx=tδ+

x,Δy=y(x+tδ+
x)-y(x).取点Pt(xt,yt)∈M,利用命题1知,当t充分小时,有

f(Pt)-f(P0)=
1
2
(Δx,Δy)HL(P0)(Δx,Δy)T+o(‖Δx‖2+‖Δy‖2)=

1
2
(tδ+

x,tδ+
y)HL(P0)(tδ+

x,tδ+
y)T+o(t2)+o(‖tδ+

x‖2+‖tδ+
y‖2)=

1
2t

2Q(δ+
x,δ+

y)+o(t2)>0

因此在点P0 的任何邻域内都存在点Pt∈M,使得f(Pt)>f(P0).同理利用Q(δ-
x,δ-

y)<0可知,存在

点P't ∈M,使得f(P't)<f(P0).综上所述,函数f 在点P0 一定不取条件极值.
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Abstract:Inthispaper,thesufficientconditionsanddeterminationmethodoftheconditionalextremumof
multivariatefunctionsarestudies,andaconnectionisestablishedbetweenthepointsonthefeasiblesetM
andthevariationalsetV(P0).Byacriticalerrorestimateofthetwosets,theproofoftheconditionalex-
tremumtheoremisremarkablysimplified.
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