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极值指标下平稳序列的风险测度①
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摘要:平稳金融序列存在相依性,不满足独立同分布假设下极值理论的条件约束.讨论了极值指标下平稳随机序列

的风险测度,通过估计极值指标θ并修正广义极值分布的位置参数和尺度参数,得到平稳随机序列的风险值.实证

和检验表明平稳金融序列需要极值指标修正模型,提高风险值估计的准确度.
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运用极值理论对随机序列尾部刻画和建模一直是学术界关注的重要问题.文献[1-2]都基于极值理论

的POT模型,分别应用于巨额损失保费计算厘定和金融机构单一方面风险度量.文献[3]基于极值理论方

法给出了最准确的VaR 估计.文献[4]结合Garch模型和极值理论提出动态价值风险估计.
由于数据存在相依关系,因此有必要利用平稳随机变量序列的极值估计解决实际问题.国外的研究中

处理相依性问题大多基于文献[5]提出的方法.该方法易造成原样本信息损失,存在一定局限.本文引入极

值指标度量数据的相依结构,给出了两种不同情况下的风险值估计并进行实证分析.

1 平稳序列的风险测度

设X1,X2,…,Xn 是随机变量序列,若满足

(1)E({Xn})=u;
(2)cov(Xn,Xn-l)=σ1;

则称序列 Xn{ } 是协方差平稳的(弱平稳).本文主要考虑弱平稳序列且Mn =max(X1,X2,…,Xn).
文献[6]弱化了Rosenblatt(1956)提出的强混合条件,引入D(un)和D'(un)条件讨论平稳序列的极

值理论.D(un)条件表示平稳随机变量序列的渐近独立性,D'(un)条件则表示平稳随机变量序列中极端观

测值接近的概率可渐近忽略.
满足D(un)和D'(un)条件的平稳随机变量序列极值的渐近分布服从广义极值分布(GEV):

G(x;μ,σ,γ)=exp- 1+γx-μ
σ
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其中:μ 为位置参数,σ为尺度参数,γ 为形状参数.
D(un)条件实质很弱,容易满足,但是D'(un)条件对多数序列并不合理,常常出现成串的极大值.极

值指标θ能反映序列数据的相依结构和极端情况之间的关系,下面给出极值指标的定义.
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定义1 设X1,X2,…,Xn 为平稳随机序列,其分布函数为F(x),θ为非负数,若对任意τ>0存在序

列 un{ } 满足

(1)lim
n→+∞

nF(un)=τ,

(2)lim
n→+∞

P(Mn ≤un)=e-θτ,

则称θ为平稳随机序列 Xn{ } 的极值指标,且θ∈ [0,1].

设X􀮨1,X􀮨2,…,X􀮨n 是独立的随机变量序列,若序列 X􀮨n{ } 中每一个随机变量X􀮨i 都与平稳随机序列

X􀮨n{ } 中随机变量Xi 相互对应且具有相同的分布,则称序列 X􀮨n{ } 为平稳随机序列 Xn{ } 的伴随独立同分布

序列.
文献[7]得到了基于极值指标下平稳随机变量序列极值的渐近分布和与其相伴的独立同分布序列极值

的渐近分布之间关系的结论.

定理1[7] 存在常数列{an >0}和 bn{ },以及非退化分布函数F*
􀮨(x)使得P{an(Mn -bn)≤x}→

F*
􀮨(x),n→ ∞.若对于每个x 有D(un)条件成立,其中un =anx+bn,使得F*

􀮨(x)>0,且对某个x,

P{an(Mn -bn)≤x}收敛,则对于某个常数θ∈[0,1],有P{an(Mn -bn)≤x}→F*(x)=F*
􀮨θ(x),

n→ ∞.
定理1说明通过极值指标θ,可以将平稳随机变量序列极值的渐近分布拟合问题转化为与其相伴的独

立同分布序列极值的渐近分布拟合问题.设独立同分布序列 X􀮨i{ },X􀮨n 服从位置参数为b,尺度参数为a,
形状参数为γ 的GEV分布.根据定理1可得

F*(x)=F*
􀮨θ(x)=exp-θ(1+γx-b
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a* =aθγ   b* =b-
a(1-θγ)

γ
  对极值指标为θ且满足D(un)条件的平稳随机序列 Xn{ },其样本最大值的渐近分布是形状参数为γ
的广义极值分布,与独立同分布的随机序列相同,而位置参数a* 和尺度参数b* 均受序列数据自身相依性

的影响,与极值指标有关.
平稳时间序列极值指标θ的估计有区组法、平均法.区组法根据极值指标定义变形得到

lim
n→+∞

lnP(Mn ≤un)
nlnF(un) =θ

利用样本信息划分为每组样本量为k的n
k

组,且g=
n
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其中:N(un)为样本中大于门限un 的样本点个数,G(un)为各组最大值大于门限un 的组个数.平均法即是

在区组法估计量之上对分子分母分别作一阶Taylor展开得到估计量

θ
∧
2=

G(un)
g

kN(un)
n

=
G(un)
N(un)

  为给出极值指标下平稳随机序列的风险测度,先给出VaR 的定义.VaR 表示在给定置信水平下,某一

资产组合的最大损失值.金融市场中VaR 能兼顾风险发生的概率水平和损失程度,被视为风险管理主要指
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标,用于度量金融机构所面临的信用风险、市场风险和操作风险这3类主要风险.
定义2 对给定p∈ (0,1),VaR 定义为:P(ΔX ≥VaR)=1-P(ΔX <VaR)=p,ΔX 表示资产

的改变量(损失量).
利用BMM方法,假设每个子样本(长度为n)极值服从GEV分布,可以得到形状、位置、尺度3个参

数估计值:γ
∧,a

∧
和b

∧
.对独立同分布收益率序列 X􀮨n{ },令概率p* 表示一个多头头寸潜在损失超过一定限度

的可能性,且x*
n 是在子样本最小值渐近分布为GEV分布条件下的(1-p*)分位数,即有
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取对数,反解x*
n 得到

x*
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  在收益率序列样本Xt 独立同分布假设下,样本Xt 和其子样本 xn,n{ } 之间关系为:

1-p* =P(xn,n ≤x*
n )=[P(Xt ≤x*

n )]n

  则对给定概率p,持有对数收益率Xt 资产的VaR 为:
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(1)

在收益率序列样本Xt 满足D(un)条件且平稳的假设下,令极值指标为θ(θ∈ [0,1]),样本Xt 和其子样

本 xn,n{ } 之间关系为:

1-p* =P(xn,n ≤x*
n )=[P(Xt ≤x*

n )]nθ

则对给定概率p,持有对数收益率Xt 资产的VaR 为:
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由极值指标取值范围知,如果忽略序列数据相依性,平稳随机变量序列的风险值存在低估的风险.

2 实证分析

下面给出极值指标下平稳随机序列风险测度的应用.
选取我国股票市场具有代表性的上证综指作为实证对象,考虑到风险测度方法主要用途是预测和量化

下一期风险程度,将样本划分为2个部分,其中2010年1月4日至2015年12月31日的上证综指收盘价格

作为研究样本用于模型拟合和VaR 估计,样本容量1455;2016年1月4日至2016年12月1日的上证综指

收盘价格作为检验样本用于VaR预测效果评价,样本容量222.样本来源于上海证券交易所公开数据,采用

R 软件进行数据处理和统计分析.
定义收益率:

Xt=100(lnPt-lnPt-1)
其中Pt 表示上证综指第t日收盘价格,其基本统计特征见表1,时序图见图1.
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图1 收益率时序图

表1 收益率基本特征

时间序列 最大值 最小值 均值 标准差 峰度 偏度

上证综指Xt 5.603555 -8.873175 0.005991 1.485816 5.067688 -0.820344

  由表1可知上证综指收益序列{Xt}的峰度值和偏度值.与正态分布比较,上证综指收益序列呈现尖峰

厚尾、左偏的分布形态.由图1可知序列还存在波动率聚集效应.采用ADF检验和BDS统计量分别考察序

列的平稳性(表2)以及序列自身数据的独立性问题(表3).ADF检验统计量为-10.876,在5%显著性水平

下拒绝“序列存在单位根”的原假设,即{Xt}是平稳的.二维、三维BDS统计量分别为2.3908和3.2995,

在5%显著性水平下拒绝“序列数据独立”的原假设,说明序列数据自身存在相依性,在平稳序列的极值建

模和VaR 估计过程中不能忽略这一问题.
表2 平稳性检验

时间序列 ADF统计量 p 值 检验结果

上证综指Xt -10.876 0.01 平稳

表3 独立性检验

维度 BDS统计量 p 值 检验结果

2 2.3908 0.0168 不独立

3 3.2995 0.0010 不独立

  选用BMM对上证综指收益序列{Xt}的极值分布进行GEV拟合,根据股票平均月度交易天数约为

21天划分子样本,取n=21.GEV拟合的最大似然估计具有无偏、渐近正态这样的优良性质,得到估计

值ε
∧
=0.05956776,a

∧
=0.78586815和b

∧
=1.98463597.GEV拟合的残差图(图2)和对指数分布QQ

图(图3)表明模型拟合合理,子样本容量取值合理.

根据序列相依性取k=10,利用组方法估计极值指标.分别考察基于样本数据的平均超越函数图(图4)

和极值指标估计图(图5)以确定门限和极值指标的估计值.可知门限2.5附近样本平均超越量函数斜率为

正且线性变化,而对应的极值指标估计值θ
∧
=0.8.
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图2 GEV拟合残差图 图3 对指数分布QQ图

图4 平均超越函数图 图5 极值指标估计图

  为对不同风险测度的准确性进行检验,计算在未引入极值指标和引入极值指标两种情况下上证综指收

益序列{Xt}的VaR1 和VaR2.由公式(1)得到未引入极值指标下5%VaR1 值为1.9264,表示假设上证综

指资产组合的多头头寸为100万人民币,其相应的多头头寸在1天持有期内的5%VaR 为19264元.同

样,由公式(2)得到引入极值指标(θ
∧
=0.8)下,5%VaR2 为2.1021,表示假设上证综指资产组合的多头头

寸为100万人民币,其相应的多头头寸在1天持有期内的5%VaR 为21021元.
采用Kupiec失败频率检验法对检验样本进行测试.记损失量超过VaR 估计量为失败,记损失量低于

VaR 估计量为成功,设考察总天数为T,失败天数为N,失败概率为p=
N
T
,而在置信水平q 下失败的期

望概率为p􀮨=1-q.Kupiec提出了原假设为p=p􀮨 的似然比检验,其中LR 统计量:

LR=-2lnp􀮨N (1-p􀮨)T-N( ) +2ln
N
T
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q为VaR 的分位数.检验结果如下所示(表4).
表4 检验结果

估计方法总天数/d 失败天数/d 失败率 检验p 值

未引入极值指标VaR1 222 13 0.0585 0.5684
引入极值指标VaR2 222 11 0.0495 0.9754

  从表4中可以看出引入极值指标计算的VaR2 失败天数更少,失败率更小且更接近5%的概率设定,p
值也表明引入极值指标计算的VaR2 能更准确度量风险,效果更好.
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3 结 论

在对近7年上证综指收益序列数据的实证研究中,计算并比较未引入极值指标和引入极值指标两种情

况下的风险值,检验样本证明引入极值指标计算风险值是更准确的风险测度.理论和实证均表明忽略序列

数据自身相依性会导致风险被低估,而极值指标能够修正风险值,引入极值指标下的平稳序列的风险值更

准确.
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RiskMeasurementofStationarySequence
UnderExtremeValueIndex

CAIZong-peng, CHENShou-quan
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Thestationaryfinancialsequenceisnotindependentwhileitdoesnotsatisfytherequirementof
theconditionalconstraintoftheextremevaluetheoryundertheconsumptionofmodifiedindependentiden-
ticaldistribution(i.i.d.).Inthispaper,wediscusstheriskmeasurementofthestationaryrandomse-

quenceundertheextremalindex,andderivethevalveatriskofthestationaryrandomsequencebyestima-
tingtheextremalindexandmodifyingthepositionparameterandthescaleparameteroftheGEV.Empiri-
calandtestresultsshowthatthestationaryfinancialsequenceneedstheextremalindextoimprovetheac-
curacyoftheVaRestimation.
Keywords:extremevaluetheory;stationarysequence;independence;extremalindex
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