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求解一维扩散反应方程的
隐式高精度紧致差分格式①
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摘要:提出了一维扩散反应方程的一种隐式高精度紧致差分格式,空间二阶导数采用四阶紧致差分格式进行离散,

时间导数采用四阶向后欧拉公式进行离散,格式截断误差为Ο(τ4+h4),即时间和空间都可以达到四阶精度,最后

通过数值实验验证了本文方法的精确性和可靠性.
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化学、生物和物理领域的很多现象都可以用扩散反应方程来描述.由于物理问题本身精确解不易求出,
所以寻求此类方程精确、高效、实用的数值方法有着重要的理论价值和实际意义.

求解扩散反应方程的数值方法包括有限差分法、有限体积法、有限元法等[1-6].目前已有的一维扩散反

应方程的差分格式中时间与空间方向均达到四阶精度且绝对稳定的格式比较少见.因此,本文构造一种隐

式高精度紧致差分格式,空间二阶导数项采用四阶紧致差分公式进行离散,时间导数项用四阶向后欧拉公

式进行逼近,建立一种新的无条件稳定的隐式四阶紧致差分格式,然后通过数值算例验证本文方法的精确

性和可靠性.

1 差分格式的建立

考虑如下一维扩散反应方程的初边值问题:

ut=auxx +f(u),0≤x≤l,t>0 (1)
初始条件为:

u(x,0)=φ(x),0≤x≤l (2)
边界条件为:

u(0,t)=g0(t),u(l,t)=gl(t),t>0 (3)

其中:u(x,t)为待求未知量,a>0为扩散项系数,f(u)为非线性反应项,且φ(x),g0(t),gl(t)均为已

知函数.不失一般性,设u(x,t)具有充分的光滑性.

设时间步长为τ,空间步长为h=
l
N
,网格节点为(xi,tn),其中:xi=ih,tn=nτ,i=0,1,…,N,n>0.
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为了便于推导,定义差分算子:

δ2xui=
ui+1-2ui+ui-1

h2    δxui=
ui+1-ui-1

2h
(4)

利用Kreiss四阶紧致差分公式[7]:

∂2u
∂x2=

δ2xu

1+
h2

12δ
2
x

+Ο(h4) (5)

对方程(1)空间内部节点进行离散:

uti =a
δ2x

1+
h2

12δ
2
x

ui+fi+Ο(h4) (6)

整理可得:

uti +
h2

12δ
2
xuti =aδ2xui+fi+

h2

12δ
2
xfi+Ο(h4) (7)

将(4)式代入(7)式整理可得:

1
12
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a
h2
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12
(fi+1+10fi+fi-1)+Ο(h4) (8)

考虑n+1时刻的值:
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对式(9)时间导数un+1
ti+1,un+1

ti ,un+1
ti-1 用四阶向后欧拉公式[8]:

un+1
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12τ +Ο(τ4) (10)

将式(10)代入式(9)可得:
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令r=
τ
h2
,化简整理后,略去高阶项可得:
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其中n≥3,式(12)即为求解方程(1)的隐式四阶紧致格式.
从式(12)中可发现,所求未知量涉及5层.起动步除了初始时间层(第0个时间步)已知外,还须求得第
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1,2,3时间步的值,然后方可利用(12)式计算第4时间步及以后的值.因此还须构造前3个时间步的计算格

式,为此考虑方程(10)在n+
1
2

时刻的值:
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对时间项利用中心差分格式离散,可得:
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令r=
τ
h2
,(14)式可化简整理为:
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当n=0,1时,利用(15)式即可分别求出第1,2时间步的值.
接下来计算第3时间步的值,利用如下三阶向后欧拉公式[8]:

un+1
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6τ +Ο(τ3) (16)

将式(16)代入式(9)中可得:
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(17)式可化简整理为:
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令n=2,即可通过(18)式得第3个时间步的计算格式.
由上述构造过程可知,本文所提方法在前2个时间步的计算时间仅具有二阶精度,第3个时间步时间

具有三阶精度,第4个时间步以后,时间均具有四阶精度.尽管前3个时间步不能达到四阶精度,但是由于

推进步数少,累积误差相对小,而在第4个时间步以后的计算中误差逐步减小,因此并不影响方法的整体

精度,下面的数值实验将验证这一点.另外,文献[8]中提到,对于向后欧拉格式而言,当精度不高于六阶

时,格式是稳定的;当精度高于六阶时,格式是不稳定的.而本文是四阶向后欧拉格式,故由文献[8]中的

结论可知,本文格式是无条件稳定的.

2 数值实验

为了验证本文格式的精确性和可靠性,考虑以下3个具有精确解的数值算例.所有计算采用Fortran77
语言进行编程,且在PC机上采用的是双精度.分别给出不同空间步长、不同时间步长、不同网格比下的最

大绝对误差Error及收敛阶Rate,其定义如下:
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Error=max
1≤i≤N

un
i -u(xi,tn)

Rate=
log
Error1
Error2

log
h1

h2

其中Error1 和Error2 为空间网格步长分别为h1 和h2 时的最大绝对误差.
例1[1,9-10]
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  例1精确解为u(x,t)= x-
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è
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et,当t=1时的最大绝对误差及收敛阶见表1.

表1 例1在t=1时的最大绝对误差及收敛阶

N
文献[9](τ =h)

最大绝对误差 收敛阶

文献[10](τ =h2)
最大绝对误差 收敛阶

文献[1](τ =h2)
最大绝对误差 运算时间/s 收敛阶

本文格式(τ =h)
最大绝对误差 运算时间/s 收敛阶

8 1.118×10-1 1.097×10-1 2.211×10-4 3.950 2.129×10-4 1.836

16 2.800×10-2 2.00 2.750×10-2 2.00 1.382×10-5 4.510 4.00 1.351×10-5 2.454 3.98

32 7.000×10-3 2.00 6.900×10-3 1.99 8.637×10-7 5.819 4.00 8.421×10-7 3.576 4.01

64 1.800×10-3 1.96 1.700×10-3 2.02 5.398×10-8 7.271 4.00 5.257×10-8 4.168 4.00

128 4.376×10-4 2.04 4.314×10-4 1.98 3.374×10-9 12.550 4.00 3.281×10-9 5.990 4.00

  例2 
∂u
∂t=2

∂2u
∂x2+u   0≤x≤2,t>0

u(x,0)=cos(x)   0≤x≤2
u(0,t)=e-t,u(2,t)=e-tcos(2)   t>0

  例2精确解为u(x,t)=e-tcos(x),在t=2,τ=h 时的最大绝对误差及收敛阶见表2.
表2 在t=2,τ=h时最大绝对误差及收敛阶

N
C-N格式

最大绝对误差 运算时间/s 收敛阶

本文格式

最大绝对误差 运算时间/s 收敛阶

8 1.535×10-4 2.650 4.523×10-5 3.286

16 3.808×10-5 2.902 2.10 1.743×10-6 3.983 4.70

32 9.493×10-6 3.427 2.00 1.071×10-7 4.505 4.03

64 2.373×10-6 3.872 2.00 7.105×10-9 5.496 3.91

128 5.931×10-7 4.995 2.00 5.237×10-10 7.655 3.76

  例3 
∂u
∂t=

∂2u
∂x2+cosu-cos(ex+t)   0≤x≤1,t>0

u(x,0)=ex   0≤x≤1
u(0,t)=et,u(1,t)=e1+t   t>0

  例3的精确解为u(x,t)=ex+t,在t=1,τ=h 时的最大绝对误差及收敛阶见表3.
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表3 在t=1,τ=h时最大绝对误差及收敛阶

N
C-N格式

最大绝对误差 运算时间/s 收敛阶

本文格式

最大绝对误差 运算时间/s 收敛阶

8 1.429×10-3 1.928 3.126×10-5 2.705

16 3.605×10-4 3.281 1.98 1.492×10-6 4.731 4.39

32 9.022×10-5 4.655 2.00 9.903×10-8 5.551 3.91

64 2.257×10-5 6.886 2.00 6.382×10-9 7.035 3.96

128 5.644×10-6 7.620 2.00 4.096×10-10 9.254 3.96

  例1是一个非齐次扩散问题,表1给出了在t=1时刻的最大绝对误差和收敛阶,并与文献[1]、文献

[9]和文献[10]的方法进行了比较.取相同参数下,文献[9]精度只有二阶.文献[10]条件稳定且精度只有

二阶.文献[1]尽管达到了四阶精度,但由于格式时间仅具有二阶精度,因此必须取较小的时间步长τ=h2.
本文格式时间具有四阶精度,因此可以取较大时间步长τ=h,同样可以达到四阶精度,且计算误差略优于

文献[1].例2和例3分别为线性和非线性的扩散反应问题,对C-N格式收敛准则取tol=10-8,本文格式取

tol=10-12.利用本文格式进行了计算并与Crank-Nicolson(C-N)格式所得结果进行了比较,取相同网格时,

C-N格式只有二阶精度,而本文可以达到四阶精度,且计算误差比C-N格式小好几个数量级,通过对本文

格式CPU时间的计算,可以发现文献[1]与C-N格式都是两层格式,而本文是5层格式,尽管比其它格式

计算时间长,但是在计算允许误差给定的情况下,本文格式可以取较粗的网格,相比较之下,本文格式时

间效率仍然很高.另外,由于本文格式计算均取τ=h,当h=
1
128

时,网格比r=
τ
h2 最高可达128,故本文

格式是无条件稳定的.

3 结  论

本文提出了数值求解一维扩散反应方程初边值问题的隐式高精度紧致差分格式,对空间二阶导数采

用四阶紧致差分格式进行离散,时间导数项采用四阶向后欧拉公式进行计算,格式的截断误差为Ο(τ4+
h4),即格式的时间和空间均具有四阶精度.目前对扩散反应方程所提高精度问题的研究多为两层或三

层隐格式,而本文采用的隐格式时间层是5层,随着时间步的增加,计算误差在逐渐减小,且时间和空

间可以同时达到四阶精度.通过与文献[1,9-10]中方法和经典的C-N格式进行比较可知,本文计算结

果更精确.本文方法可以推广到二维甚至三维空间去,比如文献[11]和文献[12]所考虑的模型方程,对

此我们将另作讨论.
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AnImplicitHigh-OrderCompactDifferenceScheme
forSolvingthe1DDiffusion-ReactionEquation

HUANGWen-jiao, JUYue-juan, GEYong-bin
InstituteofAppliedMathematicsandMechanics,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China

Abstract:Inthispaper,animplicithighaccuracycompactdifferenceschemeforsolvingtheone-dimension-
alreaction-diffusionequationisproposed.Thefourth-ordercompactdifferenceschemeisadoptedtodis-
cretizethesecondderivativeinspace,whilethefourth-orderbackwardEulerformulaisusedfordiscretiza-
tionoftimederivative.ThetruncationerrorofthisschemeisΟ(τ4+h4),i.e,itisthefourth-orderaccu-
racyinbothtimeandspace.Theaccuracyandreliabilityofthepresentschemeisvalidatedbysomenumer-
icalexperiments.
Keywords:diffusion-reactionequation;highaccuracy;implicitscheme;compactscheme;finitedifference

method

责任编辑 张 栒    

6 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第40卷



7第7期      黄文姣,等:求解一维扩散反应方程的隐式高精度紧致差分格式


