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非负矩阵Hadamard积谱半径上界的不等式①
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摘要:非负矩阵的Hadamard积是矩阵分析理论研究中的重要问题.在Hölder不等式的基础上,利用相似矩阵具有

相同特征值这一特点给出两个n阶非负矩阵A 和B 的Hadamard积AB 谱半径的上界,所得结果只依赖于两个非

负矩阵的元素,便于计算.数值例子表明新估计式在一定条件下改进了现有的一些结果.
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非负矩阵的Hadamard积是特殊的矩阵乘积,在偏微分方程中的弱极小原理、概率论中的特征函数以

及控制论等领域有重要的应用[1-2].许多专家和学者对非负矩阵 Hadamard积的谱半径上界进行了广泛的

研究,并取得了一系列的研究成果.
记Rn×n(Cn×n)为n阶实(复)矩阵的集合.设A=(aij)∈Rn×n,用A≥0表示满足所有元素aij≥0的

矩阵A,此时称矩阵A 为非负矩阵.用ρ(A)表示非负矩阵A 的谱半径.
设A=(aij)∈Rn×n,B=(bij)∈Rn×n,称AB= aijbij( ) 为A 与B 的Hadamard积.关于非负矩阵

Hadamard积谱半径的上界估计已经有很多的研究,并有一些经典的结论:

  结论1[1] 设A=(aij)n×n ≥0,B=(bij)n×n ≥0,则

ρ(AB)≤ρ(A)ρ(B) (1)

  结论2[3] 设A=(aij)n×n ≥0,B=(bij)n×n ≥0,则

ρ(AB)≤max
i
2aiibii+ρ(A)ρ(B)-aiiρ(B)-biiρ(A){ } (2)

  结论3[4] 设A=(aij)n×n ≥0,B=(bij)n×n ≥0,则

ρ(AB)≤max
i≠j

1
2 aiibii+ajjbjj + aiibii-ajjbjj( ) 2+4ρ(A)-aii( ) ρ(B)-bii( )[ ×{

ρ(A)-ajj( ) ρ(B)-bjj( ) ]
1
2 } (3)

  文献[5-12]也对非负矩阵Hadamard积谱半径的上界估计进行了深入的探讨,本文继续对这个问题

进行研究,结合Hölder不等式给出非负矩阵Hadamard积谱半径的一组新上界.

1 非负矩阵Hadamard积谱半径的上界

  引理1[1] 设A,B ∈Rn×n,D 和E 是两个对角矩阵,则有

D(AB)E=(DAE)B=(DA)(BE)=(AE)(DB)=A(DBE).
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  引理2[1](Gerschgorin圆盘定理) 设A=(aij)∈Cn×n,则A 的所有特征值包含在如下n个圆盘的并

之中:

∪ z∈C:z-aii ≤ ∑
n

j=1,j≠i
aij{ }

  引理3[13](Hölder不等式) 设

y= y1,…,yn( ) T ∈Rn   z= z1,…,zn( ) T ∈Rn

为非负向量,0<α<1.则
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  定理1 设:

A=(aij)n×n ≥0   B=(bij)n×n ≥0   u= u1,…,un( ) T >0   0≤α≤1
记:

Ri= ∑
n

j=1,j≠i

aijbijui

uj
   Ci= ∑

n

j=1,j≠i

ajibjiuj

ui

则ρ(AB)≤max
i

aiibii+Rα
iC1-αi{ } .

证  当α =0和α =1时,由 Gerschgorin圆盘定理易得结论成立.故设0<α <1.令U =

diagu1,…,un( ) ,因为u= u1,…,un( ) T >0,所以U 可逆.记A=UAU-1,根据引理1有

AB= UAU-1( )B=U(AB)U-1

所以ρ(AB)=ρ(AB),这里
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令ρ(AB)=λ,λ 对应的特征向量为x= x1,…,xn( ) T ≠0.
以下分两种情况进行证明:
情况1 若

Rs = ∑
n

k=1,k≠s

askbskus

uk
>0   s=1,2,…,n

由(AB)x=λx 知,对任意的自然数s,根据Hölder不等式得
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(4)

由
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Rs = ∑
n

k=1,k≠s

askbskus

uk
>0   s=1,2,…,n

知,(4)式等价于
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将(5)式两边对s求和,得
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若对满足xs ≠0的所有s都有
λ-assbss

Rα
s
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>Cs,与(6)式矛盾.因此,至少有满足xs ≠0的s,使得
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也即λ≤assbss +Rα
sCs1-α,从而

ρ(AB)≤assbss +Rα
sCs1-α ≤max

i
aiibii+Rα

iC1-αi{ }

  情况2 若对某

Rs = ∑
n

k=1,k≠s

askbskus

uk
=0   s=1,2,…,n

则在Rs =0的任一行中添上一个小的正元素使AB 产生摄动,所得新矩阵的特征值包含域大于AB 的

特征值包含域,并且在摄动趋于0的极限情形同样可推得结论成立.
推论1 设A=(aij)n×n ≥0,B=(bij)n×n ≥0,u= u1,…,un( ) T >0,则:

ρ(AB)≤max
i

aiibii+ ∑
n

j=1,j≠i

aijbijui

uj
{ } (7)

ρ(AB)≤max
i

aiibii+ ∑
n

j=1,j≠i

ajibjiuj

ui
{ } (8)

  证  在定理1中令α=1得(7)式,令α=0得(8)式.
  定理2 设A=(aij)n×n ≥0具有非零行和,B=(bij)n×n ≥0,0≤α≤1.记:

Ri(A)= ∑
n

j=1,j≠i

aijbijRi(A)
Rj(A)

Ci(A)= ∑
n

j=1,j≠i

ajibjiRj(A)
Ri(A)

Ri(A)=∑
n

j=1
aij   i=1,2,…,n

则ρ(AB)≤max
i

aiibii+Rα
i(A)C1-αi (A){ } .

证  在定理1中取U=diagR1(A),…,Rn(A)( ) 即得.
同理,若B=(bij)n×n ≥0具有非零行和,取U=diagR1(B),…,Rn(B)( ) ,显然有:
定理3 设A=(aij)n×n ≥0,B=(bij)n×n ≥0具有非零行和,0≤α≤1.记:

Ri(B)= ∑
n

j=1,j≠i

aijbijRi(B)
Rj(B)

Ci(B)= ∑
n

j=1,j≠i

ajibjiRj(B)
Ri(B)
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Ri(B)=∑
n

j=1
bij   i=1,2,…,n

则ρ(AB)≤max
i

aiibii+Rα
i(B)C1-αi (B){ } .

定理4 设A=(aij)n×n ≥0,B=(bij)n×n ≥0,且A,B 都有非零行和,0≤α≤1,记:

Ri(A)= ∑
n

j=1,j≠i

aijbijRi(A)
Rj(A)

Ci(A)= ∑
n

j=1,j≠i

ajibjiRj(A)
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Ri(A)=∑
n

j=1
aij

Ri(B)= ∑
n

j=1,j≠i

aijbijRi(B)
Rj(B)

Ci(B)= ∑
n

j=1,j≠i

ajibjiRj(B)
Ri(B)

Ri(B)=∑
n

j=1
bij   i=1,2,…,n

则

ρ(AB)≤min{max
i
{aiibii+Rα

i(A)C1-αi (A)},max
i
{aiibii+Rα

i(B)C1-αi (B)}} (9)

2 数值算例
例1 估计矩阵AB 的谱半径,其中:

A=
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  应用文献[1]中(1)式,文献[5]中定理6,文献[3]中(2)式,文献[4]中(3)式,文献[6]中定理3,文

献[7]中定理1,文献[8]中定理4.1分别得到:

ρ(AB)≤50.1274   ρ(AB)≤39.7468   ρ(AB)≤25.5364
ρ(AB)≤25.3644   ρ(AB)≤24.3892   ρ(AB)≤23.6368   ρ(AB)≤23.2

令α=
1
2
,利用(9)式得ρ(AB)≤21.7321.实际上,ρ(AB)=20.7439.

例2 估计矩阵AB 的谱半径,其中:

A=

4 1 0 2
1 0.05 1 1
0 1 4 0.5
1 0.5 0 4
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   B=
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1 1 1 1
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÷
÷

  应用文献[3]中定理4,文献[10]中定理2.1,文献[4]中定理4及文献[11]中定理2.1,文献[12]中
定理1分别得到:

ρ(AB)≤17.1017   ρ(AB)≤10.0126
ρ(AB)≤11.6478   ρ(AB)≤8.1897   ρ(AB)≤6.4775

令α=
1
2
,应用(9)式得ρ(AB)≤6.4495.实际上,ρ(AB)=5.7339.

3 结束语
本文给出了非负矩阵Hadamard积谱半径的上界估计式.数值例子表明,在一定条件下新估计优于已

有的相关结果,而且本文得到的ρ(AB)的界仅仅依赖于矩阵A 和B 的元素,易于计算.
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Abstract:TheHadamardproductofnonnegativematricesisanimportantprobleminthematrixanalysis
theories.BasedontheHölderinequality,takingintoconsiderationthefactthatsimilarmatriceshavethe
sameeigenvalues,thispapergivestheupperboundsofthespectralradiusABfortheHadamardproduct
ofthenonnegativematricesofordernAandB.Thenewboundsonlydependontheentriesofnonnegative
matricesAandB,therefore,theyareeasytocalculate.Numericalexamplesaregiventoshowthatthe
newboundshaveimprovedseveralexistingresults.
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