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模糊拟阵的独立模糊壳①

吴 德 垠

重庆大学 数学与统计学院,重庆401331

摘要:首先分析了模糊拟阵的模糊独立集的特点,从模糊独立集的共同上界观点出发,定义了独立模糊壳的概念;

然后,深入分析了模糊拟阵的导出拟阵、导出拟阵列和基本序列与独立模糊壳的关系,根据这些分析,构造了一般

模糊拟阵的独立模糊壳的计算办法,并证明了这个计算方法的正确性,这个方法的核心就是独立模糊壳可以由模

糊拟阵的导出拟阵列和基本序列唯一确定;接着,研究了在独立模糊壳隶属度集是基本序列集和单点集的两种特

殊情况下,模糊拟阵所具有的性质;最后,探讨了闭模糊拟阵、准模糊图拟阵、模糊截短列拟阵和部分特殊闭正规

模糊拟阵的独立模糊壳所拥有的特殊性质,得到一个模糊拟阵的独立模糊壳是模糊独立集的充要条件.
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1988年,文献[1]将模糊理论引入拟阵,开启了模糊拟阵研究领域[1].模糊独立集是组成模糊拟阵的基

础,模糊基又是最大的模糊独立集.那么这些最大模糊独立集是否有共同的上界呢? 这个上界如果存在,

它具有什么样的性质? 对于我们熟知的闭模糊拟阵、闭正规模糊拟阵、准模糊图拟阵和模糊截短列拟阵,

这个上界又有哪些特殊的地方? 这些就是本文所要讨论的内容.本质上,这些讨论是从一个新的角度和方

法来研究模糊拟阵.

1 预备知识

设E={x1,x2,…,xN}是一个集合,则E 上的模糊集μ是一个映射μ:E →[0,1].E 上模糊集的

全体记为F(E).关于模糊数学的有关概念和符号主要参见文献[2].有关拟阵的理论主要参见文献[3].

定义1[1] 设E={x1,x2,…,xN}是非空有限集,l⊆F(E)是满足下列条件的非空模糊集族:

􀃠 (继承性)若μ ∈l,ν∈F(E),ν≤μ,则ν∈l;

􀃡 (交换性)若μ,ν∈l,|suppμ|<|suppν|,则存在ω ∈l,使得:

(a)μ <ω ≤μ ∨ν;

(b)m(ω)≥min{m(μ),m(ν)}.

则称对偶M =(E,l)是E 上的模糊拟阵,l称为M 的模糊独立集族.∀μ∈F(E),如果μ∈l,则称μ 为
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M 的模糊独立集,否则称为M 的相关模糊集.M 的最大模糊独立集称为M 的模糊基.

有关模糊拟阵的理论参见文献[1,4-5].

设 M= (E,l)是模糊拟阵,∀r∈(0,1],令Ir= {Cr(μ)|∀μ∈l},则由文献[1]的定理2.1知,

Mr = (E,Ir)是E 上的拟阵.

闭模糊拟阵和模糊拟阵闭包的概念可见文献[1],正规模糊拟阵的概念可参见文献[5],准模糊图拟阵

的内容可参阅文献[2,6-10],模糊截短列拟阵的理论可参看文献[11].

为了以后叙述方便,令M =(E,l)是模糊拟阵,其闭包记为M =(E,l)(∀r∈ (0,1]),记

Ir ={X ⊆E|存在μ∈l,使得X =Cr(μ)}

2 模糊拟阵的独立模糊壳

假设M =(E,l)是没有模糊环的模糊拟阵,而且0=r0<r1< … <rn ≤1为M 的基本序列,导出

拟阵序列为

Mr1 =(E,Ir1
)⊃Mr2 =(E,Ir2

)⊃ … ⊃Mrn =(E,Irn
)   1≤i≤n,ri=(ri-1+ri)/2

取E={e1,e2,…,em},令rM ={r1,r2,…,rn}.

2.1 关于独立模糊壳的概念与计算

定义2 构造模糊集σM ∈F(E)为σM:E →[0,1].∀ei∈E,取σM(ei)=sup{μ(ei)|∀μ∈l},

我们称模糊集σM 为模糊拟阵M 的独立模糊壳.记λσ =R+ (σM)={σM(ei)|∀ei ∈E,σM(ei)>0},称

之为M 的独立模糊壳隶属度集.

容易看出,∀μ ∈l,都有μ ≤σM .反之,∀μ∈F(E),只要有e∈E,使得μ(e)>σM(e),必定有

μ ∉l.这也就是称σM 为M 的独立模糊壳的主要原因.

定理1 如果M =(E,l)是闭模糊拟阵,则 ∀ei ∈E,σM(ei)=max{μ(ei)|∀μ ∈l}.

证  由文献[5]的定理1.10,∀μ∈l,都有M 的模糊基ν,使得μ≤ν.又由文献[6]的定理8知,M

只有有限个不同的模糊基.因此,对 ∀ei ∈E,有

σM(ei)=sup{μ(ei)|∀μ∈l}=sup{ν(ei)|ν是M 的模糊基}=

max{ν(ei)|ν是M 的模糊基}=max{μ(ei)|∀μ∈l}

这说明在闭模糊拟阵M 中σM 可达.但是,反之却不一定.

推论1 如果M =(E,l)是闭模糊拟阵,设B 是M 的全体模糊基组成的集合,则σM =∨
μ∈B

μ.

定理2 设M =(E,l)是模糊拟阵,rM 为其基本序列集,σM 为其独立模糊壳,λσ 为其独立模糊壳隶

属度集.则有如下结论:

􀃠 ∀μ ∈l,都有μ ≤σM .反之,∀μ ∈F(E),只要有e∈E 使得μ(e)>σM(e),则μ ∉l;

􀃡 ∀λ∈λσ,都有λ≤rn,进而 ∀λ∈λσ,存在i∈ {1,2,…,n}使得ri-1 <λ≤ri;

􀃢λσ ⊆rM;

􀃣σM =σM;

􀃤rn ∈λσ.

证  􀃠 由σM 的定义即知结论成立.

􀃡 ∀λ∈λσ,都有ei∈E,使得λ=σM(ei).由σM(ei)的定义知,要么有μ∈l使得μ(ei)=λ;要么

有{μk}⊆l,使得μk(ei)在k趋于 ∞ 时,严格递增趋于λ,即
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lim
k→∞

μk(ei)=λ

  若μ(ei)=λ,取M 的闭包M(文献[1]的定义3.5).由于M 是包含M 的最小的闭模糊拟阵,因此

存在 M 的模糊基ν,使得λ=μ(ei)≤ν(ei).又由文献[6]的定理8知,存在rj∈rM,使得ν(ei)=rj.

因此λ≤rj ≤rn,我们断言λ>rj-1.如果λ≤rj-1,则取a∈ (rj-1,rj).构造模糊集δ=ea
i,根据文

献[1]的定义3.5,Ia =Ia,则对 ∀r∈ (0,1],当r≤a时,

Cr(δ)={a}∈Ia =Ia ⊆Ir

当r>a 时,

Cr(δ)=Ø ∈Ir

所以,由文献[1]的定理2.4知δ∈l.但δ(ei)=a>λ,这与已知矛盾.故

rj-1 <λ≤rj

  若lim
k→∞

μk(ei)=λ,如果λ>rn,由lim
k→∞

μk(ei)=λ(μk ∈l)知,可取某足够大的正整数k,使得

μk(ei)=a∈(rn,λ).由文献[1]的定理2.4知{ei}⊆Ca(μk)∈Ia≠Ø.但根据文献[1]的定义3.5

和观察2.2,∀r>rn 都有Ir = Ø,矛盾.则λ≤rn.又由于 M 无模糊环,因此0<λ≤rn.这说明

存在j∈ {1,2,…,n},使得rj-1 <λ≤rj.

􀃢 ∀λ∈λσ,由 􀃡,存在j∈{1,2,…,n},使得rj-1<λ≤rj.我们断言,λ=rj.否则,rj-1<λ<

rj,取r' ∈(rj-1,λ),r″ ∈(λ,rj).根据独立模糊壳的定义2,存在e∈E,使得λ=σM(e).因此,必有μ'

∈l,使得μ'(e)≤r',即{e}⊆Cr'(μ')∈Ir'.而由r″>λ=σM(e)知,∀μ∈l,都不会有μ(e)≥r″,即{e}

∉Ir″.由r',r″∈(rj-1,rj)和文献[1]的观察2.2知,Ir' =Ir″,这与{e}∈Ir',但{e}∉Ir″ 矛盾.由此知λ=rj

∈rM,故λσ⊆rM.

􀃣 由于M 是包含M 的最小的闭模糊拟阵,因此σM ≤σM .下面证明σM ≥σM .

∀ei ∈E,由 􀃢 知,存在rj∈rM 使得σM(ei)=rj.由定理1,存在μ∈l使得μ(ei)=rj,由此

知{ei}∈Irj
.取无穷数列{λk}⊆ (rj-1,rj),使其递增且lim

k→∞
λk =rj.构造无穷个模糊子集列{μk =

eλk
i },由文献[1]的观察2.2知{ei}∈Irj ⊆Iλk =Iλk

,再由文献[1]的定理2.4得出{μk}⊆l,因此

{λk =μk(ei)}⊆ {μ(ei)|∀μ∈l}

从而

σM(ei)=rj ≤sup{μ(ei)|∀μ∈l}=σM(ei)

即σM ≥σM .故σM =σM .

􀃤 由文献[1]的定义3.5和观察2.2知,Irn ≠Ø.取{e}∈Irn
,造模糊集μ=ern,由文献[1]的

定理2.4知μ ∈l,因此,由μ(e)=rn 知σM(e)≥rn.再由 􀃡 知σM(e)≤rn,得出σM(e)=rn.由

􀃣 知σM(e)=σM(e)=rn,故而rn ∈λσ.

下面的定理描述了模糊拟阵的导出拟阵、导出拟阵列和基本序列与独立模糊壳隶属度集之间密切的关

系.同时该定理也是计算独立模糊壳的有效工具.

定理3 设M =(E,l)是模糊拟阵,rM 为其基本序列集,σM 为其独立模糊壳,λσ 为其独立模糊壳隶

属度集,∀r∈(0,1],Ir={Cr(μ)|∀μ∈l}.∀ri∈rM,ri∈λσ 的充要条件是存在e∈E,使得{e}∈

Ir'(0<r' <ri),但{e}∉Ir″(ri <r″ ≤1).
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证  必要性  若ri∈λσ,则有e∈E,使得ri=σM(e).由定理2的 􀃣 知,ri=σM(e)=σM(e).再

由定理1,存在μ∈l使得μ(e)=ri.则当0<r' <ri 时,有{e}∈Cr'(μ)∈Ir' =Ir'.当ri<r″ ≤1时,

如果存在r″ 使得{e}∈Ir″,则取ri<r″ <ri+1,仍有{e}∈Ir″ =Ir″.构造模糊集ν=er″,则由文献[1]的

定理2.4知ν∈l.由σM(e)=σM(e)=ri <r″ =ν(e)知矛盾.因此{e}∉Ir″.

充分性  从{e}∈Ir'(r' <ri),构造模糊集μ=er',由文献[1]的定理2.4知μ∈l.所以σM(e)≥

μ(e)=r'.由此,取数列{λk}⊆(ri-1,ri),使得k→ ∞ 时{λk}递增趋于ri.构造模糊集列μk =eλk,同样

也有{μk}⊆l.因此,从σM(e)≥μk(e)=λk 知σM(e)≥lim
k→∞

λk =ri.

另一方面,如果有μ∈l,使得μ(e)>ri.令r=μ(e),则r>ri,但{e}∈Cr(μ)∈Ir,与已知矛盾.

因此,∀μ ∈l,必有μ(e)≤ri,得出σM(e)≤ri.故ri=σM(e)∈λσ.

由定理3,再用定理1,可以很容易得到如下推论:

推论2 设M = (E,l)是闭模糊拟阵,σM 为其独立模糊壳,∀ri∈rM,ri∈λσ 的充要条件是存

在e∈E,使得{e}∈Ir'(0<r' ≤ri),但{e}∉Ir″(ri <r″ ≤1).

推论2与定理3几乎一样,只是“{e}∈Ir'(0<r' ≤ri)”与“{e}∈Ir'(0<r' <ri)”中一个是“≤”,

而另一个是“<”.而这个差异就是闭模糊拟阵的独立模糊壳的体现.

推论3 设M= (E,l)是模糊拟阵,σM 为其独立模糊壳,∀ri∈rM,ri∈λσ 的充要条件是存在e∈E,

使得{e}∈Iri.如果i=1,2,…,n-1,则有{e}∉Iri+1
.

推论3说明σM 可以由模糊拟阵的导出拟阵列和基本序列唯一确定.这是用来计算独立模糊壳的

最好工具.

2.2 特殊模糊拟阵的独立模糊壳

本段主要讨论一些具有特殊性质的模糊拟阵的独立模糊壳的性态.

定理4 设M =(E,l)是模糊拟阵,基本序列为0=r0<r1<r2< … <rn ≤1,导出拟阵序列为

Mr1 =(E,Ir1
)⊃Mr2 =(E,Ir2

)⊃ … ⊃Mrn =(E,Irn
)   1≤i≤n,ri=(ri-1+ri)/2

则λσ =rM 的充要条件是 ∀i(i=1,2,…,n),都存在e∈E,使得{e}∈Iri.如果i<n,则{e}∉Iri+1
.

证  根据推论3和定理2即可证明.

推论4 如果M =(E,l)是准模糊图拟阵[6],则λσ =rM .

定理5 设M =(E,l)是模糊拟阵,基本序列为0=r0<r1<r2< … <rn ≤1,导出拟阵序列为

Mr1 =(E,Ir1
)⊃Mr2 =(E,Ir2

)⊃ … ⊃Mrn =(E,Irn
)   1≤i≤n,ri=(ri-1+ri)/2

则σM =ω(E,rn)的充要条件是 ∀e∈E,都有{e}∈Irn .

证  必要性  反证,如果存在e∈E,使得{e}∉Irn .由于M 无模糊环,因此,Mr1
是无环拟阵.则

存在i∈{1,2,…,n-1},使得{e}∈Iri
,但{e}∉Iri+1

.根据推论3可知ri∈λσ,这与λσ ={rn}矛盾.

充分性 由定理2的􀃤知,rn ∈λσ.若有ri≠rn(即i<n)使得ri∈λσ,由推论3知,存在e∈E,

使得{e}∈Iri
,但{e}∉Iri+1

,这与“∀e∈E,都有{e}∈Irn
”矛盾.故λσ ={rn}.

推论5 如果M =(E,l)是模糊截短列拟阵,则σM =ω(E,rn).即,λσ ={rn}.

推论5也是模糊截短列拟阵的必要条件.由文献[12]的定理6,还有一类更简单的闭正规模糊拟阵,叫

作初等模糊拟阵.

推论6 设Mh =(E,Ψh)是拟阵M =(E,I)上的高度为h(h∈ (0,1])的初等模糊拟阵[12],则此
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模糊拟阵是模糊截短列拟阵,而且λσ ={h}.

根据文献[11]的定理3.5,模糊截短列拟阵是一类闭正规模糊拟阵.推论5和推论6给出了两类特殊的

闭正规模糊拟阵的独立模糊壳的性质.

2.3 特殊独立模糊壳的模糊拟阵

从独立模糊壳来研究模糊拟阵较困难,我们来做一点尝试.取μ∈F(E),μ≠Ø,令l={ν∈F(E)|

ν≤μ},则M =(E,l)是一个闭模糊拟阵.我们称此模糊拟阵为由模糊集μ 生成的模糊拟阵.

定理6 设M=(E,l)是模糊拟阵,则其独立模糊壳σM ∈l的充要条件是M 是由模糊集σM 生成的模

糊拟阵.

证  必要性  如果σM ∈l,取μ=σM,则由定理2的 􀃠 知,∀ν∈l,都有ν≤σM =μ,即

l⊆ {ν∈F(E)|ν≤μ}

又由μ=σM ∈l知{ν∈F(E)|ν≤μ}⊆l.因此l={ν∈F(E)|ν≤μ}.因此,M 是由模糊集σM 生成

的模糊拟阵

充分性  若M 是由模糊集σM 生成的模糊拟阵,则

l={ν∈F(E)|ν≤σM}

假设M 的独立模糊壳为δ,我们证明δ=σM .

∀e∈E,由独立模糊壳定义有

δ(e)=sup{v(e)|∀ν∈l}

因为 ∀ν∈l,都有ν≤σM,则σM(e)≥δ(e).而从σM ∈l.又知σM(e)≤δ(e),即σM(e)=δ(e).故

σM =δ.

3 结  论

本文首先从模糊拟阵的模糊独立集的共同上界出发,提出独立模糊壳的概念;然后详细讨论了独立模

糊壳的许多性质以及计算办法;接着,深入讨论了独立模糊壳隶属度集是基本序列集,以及模糊壳隶属度

集是单点集的两种极端情况;最后,利用独立模糊壳隶属度集的这两种情况,研究了闭模糊拟阵、模糊截

短列拟阵、准模糊图拟阵和部分特殊闭正规模糊拟阵的独立模糊壳性质.然而,这些性质都是必要条件,而

非充分条件.但是,还是可以通过独立模糊壳来对模糊拟阵进行研究.特别是将独立模糊壳结合模糊拟阵的

其它概念和工具来研究模糊拟阵,可能会得到一些更好的结果.这将是以后进一步用独立模糊壳研究模糊

拟阵的方向.
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IndependentFuzzyShellsofFuzzyMatroids

WUDe-yin
SchoolofMathematicsandStatistics,ChongqingUniversity,Chongqing401331,China

Abstract:Inthispaper,manycharactersofindependentfuzzysetsinfuzzymatroidsareanalyzedand,

basedonthecommonupperboundofindependentfuzzysets,theconceptof"independentfuzzyshell"is

defined.First,therelationsofindependentfuzzyshellswithinducedmatroids,inducedmatroidsequence

andfundamentalsequencearediscussed.Withthehelpoftheseanalyses,acalculatingmethodoftheinde-

pendentfuzzyshellforordinaryfuzzymatroidsisconstructed,andthevalidityofthismethodisproven.

Thecoreofthismethodisthattheindependentfuzzyshellcanbeuniquelydeterminedbytheinducedma-

troidsequenceandthefundamentalsequence.Then,thepropertyofthefuzzymatroidsisresearchedon

twoparticularcasesthatthedegreesetofmembershipaboutindependentfuzzyshellsarethefundamental

sequencesetandthesinglepointset.Finally,theparticularpropertiesofindependentfuzzyshellsarestud-

iedonclosedfuzzymatroids,quasi-fuzzygraphmatroids,theparticularpartofclosednormalfuzzyma-

troidsandfuzzytruncation-sequencematroids.Inthesediscussions,somearefromindependentfuzzy

shellstofuzzymatroids,andothersfromfuzzymatroidstoindependentfuzzyshells.Withthehelpof

theseresearchesanddiscussions,thepaperattemptstoformanewconceptandtofindanewwayforre-

searchingfuzzymatroids.

Keywords:matroid;fuzzymatroid;quasi-fuzzygraphmatroid;fuzzytruncation-sequencematroid;funda-

mentalsequence;independentfuzzyshell
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