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两棵Π 型树同谱的求解算法①
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摘要:Π 型树是最大度为3的且恰有2个顶点的树.针对Π 型树与自身的同谱特征设计了一种同谱偶求解算

法.确切地,根据Π 型树生成算法生成所有给定阶数的非同构Π 型树,然后利用同谱特征寻找同谱偶,直到

找出Π 型树内部所有的同谱偶为止.通过该算法得到了给定点数的Π 型 树 内 部 的 所 有 同 谱 偶,并 给 出 了 算

法的详细描述和结果.
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图谱理论是图论研究的一个重要分支,广泛地应用于复杂网络、聚类算法、机器学习、人脸表情识别

及网络可靠性等领域的研究,同时在物理、化学等领域中也有广泛的应用.因此图谱理论的研究就显得尤

为重要[1-2].
图谱理论主要通过图矩阵的数量特征来研究图的组合结构,所涉及的图矩阵主要包括邻接矩阵、关联

矩阵、拉普拉斯矩阵、广义邻接矩阵、距离矩阵等[3-4].设图G 为简单连通图,其邻接矩阵定义为为A=

[aij]n×n,其中aij=
0 i≠j
1 i=j{ .令PG(λ)=|λI-A|为A 的邻接特征多项式,其中I为单位矩阵.方程

|λI-A|=0的所有值以及重数称为图的谱,具有相同谱的图称为同谱图,同谱但不同构的图称为同谱偶.
对于给定的图G,若“任意的图 H 与G 同谱”蕴含着“H 与G 同构”,则称G 是谱确定的[5-6].

早在20世纪,Gunthard和Primas在研究化学中的Huckel理论时提出了“哪些图是谱确定的? ”,近年

来,这一问题引起了学者们的广泛关注.如果直接从谱确定的定义出发来回答这一问题,显然是困难的.相

反地,对于某个给定的图,如果我们能找到它的一个同谱偶,则说明这个图一定不是谱确定的,因此关于

谱确定的研究主要围绕两个问题展开:(a)判断哪些图是谱确定的;(b)如果不是谱确定的,寻找其所有的

同谱偶.对于同谱偶的研究,从目前已知的结果来看,常用方法有:GM 变换[7]和Schwenk 方法[8].遗憾

的是,通过设计算法来寻找同谱偶的研究甚少.文献[9-12]主要研究了谱确定性问题,提到了“同谱”,同

时给了相关证明,但没有具体涉及同型图内部同谱偶的研究.文献[13]针对Π 型树的谱做了研究,将其分

为6个类型,分别研究每个类型的特殊性质,同时给出了与Π 型树同谱的其它图的结构以及相关的数学证

明.文献[14-15]给出了类似于Π 型树的H 型树和T 型树,结论与文献[13]的结论类似.
以上文献都没有研究在点边数相同的情况下Π 型树、H 型树之间的性质.本文针对此情况设计了一

种新的算法,此算法设计生成了Π 型树,并求得了给定点数的Π 型树内部的同谱偶,同时给出了算法的

详细描述和实验结果.
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1 Π 型树的相关概念

定义1 对于一棵树,如果最大度为3,且最大度顶点个数为2,则称该树为Π 型树,简记为Π(L1,

L2,L3,L4,L5),其结构为:

下面给出3个重要引理,这些引理对本文的算法设计起到重要作用.
引理1[13] 假设 H 是与Π 型树同谱的图,那么 H 最多有2部分含圈.
引理2[12] 对于图G,可以从其邻接谱推导出如下结论:(a)图的点数;(b)图的边数;(c)特征多项

式;(d)特征值;(e)图是否正则;(f)图是否具有固定围长.
引理3[4] Π 型树Π22=Π(L1,1,L3,1,1)是由它的谱确定的,其中L1 >1,L3 >0.

2 算法的详细描述

针对Π 型树设计了算法.在算法中,首先按照目标生成不同的Π 型树,然后求解出树对应矩阵的特征

值,最后将所有的特征值进行两两比较,找出相等的特征值所对应的树图.
本算法包含算法1、算法2和算法3.算法1是Π 型树的生成算法,算法2是求Π 型树对应矩阵的特

征值的算法,算法3是比较矩阵特征值并找出对应相等的参数Lp(p=1,2,3,4,5)的值的算法.
算法1 Π 型树生成算法

输入:总点数N
输出:点数为N 的所有非同构Π 型树图的邻接矩阵

当给定总点数时,通过循环变量依次控制Lp(p=1,2,3,4,5)的值,使得其满足条件,最终输出Π 型

树的矩阵A[][].算法伪代码如下所示:

Begin
Fori=1toN
 Forj=1toN

  If∑Lp=N/* 保证生成树图的点数为N*/

  andL1<=L2andL4<=L5andL1<=L4andL2<=L5/* 保证生成的树与已有的不同 */

  Then开始生成图

  If(Lp! =0)

   ThenA[][]=1
   Forj=startLptoendLp/*startLp 和endLp 分别表示开始点和结束点 */

    A[j][j+1]=A[j+1][j]=1
   Elsebreak
  EndIf
  memset(A)/* 对A[][]清零,保证树图中不出现环 */

  IfA[][]中有对应的树图同构

    Then不生成

  ElseThen生成

 EndFor
EndFor

2 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第40卷



算法2 求矩阵的特征值的算法

输入:矩阵A[][]
输出:A[][]的特征值

首先对A[][]进行三角化(triangle(A)),对三角化后的矩阵按照QR分解法求其特征值,并将特征值

分为实部和虚部存储在矩阵tzz[][]中.求的过程中设置一定的迭代次数L,保证求得解满足预设精度.同

时求出A[][]矩阵的所有特征值.算法伪代码如下所示:

Begin
L:迭代次数:2000
预设精度:ac=1.0e-12
M=N-1
triangle(A)/* 对矩阵进行三角化 */

Fori=0toN-1
 Forj=0to1
  tzz[i][j]=0
 Endfor
Endfor
Fork=0toL
 If(fabs(A[M][M-1]<=ac))

 Thentzz[][0]=A[M][M]M- -
 Elseif(M= =0)Thentzz[][0]=A[0][0]

 Elseif(M= =1)

 Thena=1,b=-(A[m-1][m-1]+A[m][m]),

  c=A[m-1][m-1]*A[m][m]-A[m-1][m]*A[m][m-1]

  root(a,b,c)/* 求解一元二次方程 */

 If(fabs(A[M-1][M-2]<=ac))

  Thenroot(a,b,c)

 ElseThen
  Fori=0toN-1
   Forj=0toN-1
    If((i>=m+1)||(j>=m+1))

     ThenA[][]=0
   Endfor
  Endfor
 QR(M)/* 求矩阵全部特征值的方法 */

Endfor
算法3 比较矩阵特征值并找出对应相等的参数Lp 的算法

输入:矩阵特征值

输出:对应矩阵的参数对

将求出的矩阵特征值进行排序处理,然后对应比较,当出现两个矩阵的特征值相等时,输出矩阵对应

的参数值Lp.算法伪代码如下:

Begin
Fori=1toN
 Forw=1toN-1-i
  sort(tzz[][])
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 Endfor
Endfor
Fori=itos/*s表示Π 型树的个数 */

 Fork=i+1tos
  Forj=1toN
   If(tzz[k][j]= =tzz[i][j])

   ThenoutputLp 对

  Endfor
 Endfor
Endfor

3 算法求解结果

本文采用算法针对n(n=30)个点以内的所有Π 型树进行求解.
(a)当n≤8时,Π 型树内部没有同谱偶.
(b)当n=9时,Π 型树及特征值如表1所示.

表1 图结构以及对应特征值

图序号 图  结  构 特   征   值

图1
r1-r3 -1.90211 -1.61803 -1.17557
r4-r6 -0.61803 0 0.61803
r7-r9 1.17557 1.61803 1.90211

图2
r1-r3 -2   -1.61803 -1   
r4-r6 -0.61803 0 0.61803
r7-r9 1 1.61803 2

图3
r1-r3 -2.01532 -1.54801 -1.14288
r4-r6 -0.48578 0 0.48578
r7-r9 1.14288 1.54801 2.01532

图4
r1-r3 -1.96157 -1.66294 -1.11114
r4-r6 -0.39018 0 0.39018
r7-r9 1.11114 1.66294 1.96157

图5
r1-r3 -2.08397 -1.57184 -1   
r4-r6 -0.43173 0 0.43173
r7-r9 1 1.57184 2.08397

图6
r1-r3 -2.06082 -1.59842 -1.09456
r4-r6 0 0 0
r7-r9 1.09456 1.59842 2.06082

图7
r1-r3 -2.03565 -1.69069 -0.88413
r4-r6 -0.46476 0 0.46476
r7-r9 0.88413 1.69069 2.03565

图8
r1-r3 -2   -1.73205 -1   
r4-r6 0 0 0
r7-r9 1 1.73205 2

图9
r1-r3 -2.11199 -1.49637 -1   
r4-r6 -0.54806 0 0.54806
r7-r9 1 1.49637 2.11199
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 续表1

图序号 图  结  构 特   征   值

图10
r1-r3 -2.07431 -1.61803 -0.835 
r4-r6 -0.61803 0 0.61803
r7-r9 0.835 1.61803 2.07431

图11

r1-r3 -2.05288 -1.41421 -1.20864

r4-r6 -0.56997 0 0.56997

r7-r9 1.20864 1.41421 2.05288

图12

r1-r3 -2.04208 -1.52023 -1   

r4-r6 -0.72028 0 0.72028

r7-r9 1 1.52023 2.04208

图13

r1-r3 -2.11917 -1.41421 -1.15904

r4-r6 -0.40713 0 0.40713

r7-r9 1.15904 1.41421 2.11917

图14

r1-r3 -2.08397 -1.57184 -1   

r4-r6 -0.43173 0 0.43173

r7-r9 1 1.57184 2.08397

图15

r1-r3 -2.13578 -1.41421 -1   

r4-r6 -0.66215 0 0.66215

r7-r9 1 1.41421 2.13578

  根据表1的结果,可以得出图5和图14的特征值相同.
c)当10≤n≤30时,Π 型树的同谱偶结果见表2.

表2 10≤n≤30时 Π 型树的同谱对

点数 Π 型树的同谱对

10 Π(1,1,0,1,5)和Π(1,2,1,1,3),Π(1,1,0,2,4)和Π(1,3,0,1,3)
11 Π(1,1,0,1,6)和Π(1,1,2,2,3),Π(1,2,0,1,5)和Π(1,2,1,2,3)

12 Π(1,1,0,2,6)和Π(1,3,1,2,3),Π(1,1,2,2,4)和Π(1,2,1,1,5),
Π(1,1,2,3,3)和Π(1,3,1,1,4),Π(1,1,3,2,3)和Π(1,3,2,1,3),
Π(1,1,4,2,2)和Π(1,2,3,1,3),Π(1,2,1,3,3)和Π(1,3,0,1,5)

13 Π(1,1,0,1,8)和Π(1,1,3,2,4),Π(1,1,1,2,6)和Π(1,1,2,3,4),
Π(1,2,0,3,5)和Π(1,4,0,2,4),Π(1,2,1,3,4)和Π(1,4,0,1,5),
Π(1,3,0,1,6)和Π(1,3,1,2,4)

14 Π(1,1,0,1,9)和Π(1,3,2,1,5),Π(1,1,1,2,7)和Π(1,4,1,1,5),
Π(1,1,5,2,3)和Π(1,3,3,1,4),Π(1,2,0,1,8)和Π(1,2,2,3,4),
Π(1,2,0,2,7)和Π(2,3,1,2,4),Π(1,2,1,3,5)和Π(1,5,0,1,5)

15 Π(1,1,0,1,10)和Π(1,1,4,2,5),Π(1,1,1,2,8)和Π(1,1,3,4,4),
Π(1,1,3,3,5)和Π(1,3,1,1,7),Π(1,2,1,3,6)和Π(1,5,0,1,6),
Π(1,4,0,1,7)和Π(1,4,1,2,5)

16 Π(1,1,0,2,10)和Π(1,3,2,3,5),Π(1,1,0,5,7)和Π(1,3,1,4,5),
Π(1,1,4,2,6)和Π(1,3,2,1,7),Π(1,2,1,2,8)和Π(1,2,2,4,5),
Π(1,2,5,3,3)和Π(1,3,4,2,4)
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续表2

点数 Π 型树的同谱对

17 Π(1,1,0,1,12)和Π(1,1,5,2,6),Π(1,1,1,2,10)和Π(1,1,4,4,5),

Π(1,1,2,3,8)和Π(1,1,3,4,6)

18 Π(1,2,0,1,12)和Π(1,2,3,4,6)

19 Π(1,1,0,1,14)和Π(1,1,6,2,7),Π(1,1,1,2,12)和Π(1,1,5,4,6),

Π(1,1,2,3,10)和Π(1,1,4,5,6)

20 无

21 Π(1,1,0,1,16)和Π(1,1,7,2,8),Π(1,1,1,2,14)和Π(1,1,6,4,7),

Π(1,1,2,3,12)和Π(1,1,5,6,6),Π(1,1,3,4,10)和Π(1,1,4,5,8)

22 无

23 Π(1,1,0,1,18)和Π(1,1,8,2,9),Π(1,1,1,2,16)和Π(1,1,7,4,8),

Π(1,1,2,3,14)和Π(1,1,6,6,7),Π(1,1,3,4,12)和Π(1,1,5,6,8)

24 无

25 Π(1,1,0,1,20)和Π(1,1,9,2,10),Π(1,1,1,2,18)和Π(1,1,8,4,9),

Π(1,1,2,3,16)和Π(1,1,7,6,8),Π(1,1,3,4,14)和Π(1,1,6,7,8),

Π(1,1,4,5,12)和Π(1,1,5,6,10)

26 无

27 Π(1,1,2,3,18)和Π(1,1,8,6,9),Π(1,1,3,4,16)和Π(1,1,7,8,8),

Π(1,1,4,5,14)和Π(1,1,6,7,10)

28 无

29 Π(1,1,5,6,14)和Π(1,1,6,7,12)

30 无

  从上述运行结果来看,特殊的Π 型树Π(L1,1,L3,1,1)内部不存在同谱偶,显然与引理3的结果相

符.

4 算法时间复杂度分析

本算法是在 Windows64位操作系统、4G内存、VS2010的环境下,针对Π 型树专门设计的.
1)生成图.用n×n 的矩阵来存储生成图,所以对于n 个点的树而言,时间复杂度只与点数有关:

T1(Π)=Ο(n2);

2)求谱.是针对矩阵进行的,需要双层循环,同时令最大迭代次数为L,时间复杂度为 T2(Π)=
Ο(L*n2);

3)比较特征值.由于每个矩阵有n 个特征值且要进行两两比较,所以设置3层循环比较对应的值,时

间复杂度为T3(Π)=Ο(n3);
综上分析,此算法的时间复杂度只与点数有关,所以为T(Π)=Ο(n3).

5 结束语

本算法具有创新性和实用性,在之前的图论研究中没有类似的算法,可以用来解决化学领域的同分异

构问题.由于计算机计算能力限制,本文求解得到了30个点以内的Π 型树内部的同谱偶,如果增加计算能

力,可以利用本算法求解得到更大点数的Π 型树的同谱偶,为以后的图论研究提供可靠的数据.同时可以

利用本算法思想,设计针对其它特殊图的同谱偶算法.但是仍然有一个问题,就是本算法的复杂度随着点

数的增大而增大,希望以后的读者给予改进.
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ASolutionAlgorithmfortheSameSpectrum
ofTwoΠ-ShapedTrees
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Abstract:AΠ-shapedtreeisatreewithamaximumdegreeof3andtwovertices.Inthispaper,analgo-
rithmforthesamespectrumisproposedforthecharacteristicsoftheΠ-shapedtreewithitsownspectrum.
Exactly,theΠ-shapedtreegenerationalgorithmisemployedtogenerateallthegivenorderofnon-isomor-
phicΠ-shapedtrees,andthenthesamespectrumcharacteristicsareusedtosearchforthesamespectrum
coupleuntilalltheinternalspectrumcouplesoftheΠ-shapestreesarefound.Wegiveallthesamespec-
trumcouplesofagivennumberofpointsoftheΠ-shapedtrees,andgiveadetaileddescriptionofthealgo-
rithmandstudyresults.
Keywords:Π-shapedtree;cospectralgraph;algorithm
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