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有穷对数φ 级整函数系数线性
微分方程解的增长性①

伍廷蜜, 龙见仁, 吴秀碧, 覃智高

贵州师范大学 数学科学学院,贵阳550001

摘要:利用亚纯函数的Nevanlinna理论研究了有穷对数φ 级整函数系数线性微分方程解的增长性,得到了解的增

长级与系数的对数φ 级之间的一些关系.
关 键 词:线性微分方程;整函数;对数φ 级;Nevanlinna理论;增长级

中图分类号:O174.5    文献标志码:A    文章编号:1673 9868(2018)08 0102 08

假设读者熟悉Nevanlinna理论的标准记号,具体细节参看文献[1-2].假设f 是复平面上的亚纯函

数,则其级和下级分别定义为:

ρ=lim
r→∞

log+T(r,f)
logr

μ=lim
r→∞

log+T(r,f)
logr

为了更精确地刻画亚纯函数的增长性,引入了[p,q]级的定义[1-2],其中p,q都为正整数.
文献[3]利用非减函数φ:[0,1) →(0,∞)定义了单位圆盘上亚纯函数f(z)相对于φ(r)的增长级,

并利用此概念,研究了单位圆上线性微分方程解的增长性.单位圆盘上亚纯函数的增长级的刻画,也可以

参看文献[4].由单值化定理,复平面和单位圆具有自己独特的地位,因此研究复平面(单位圆)上的复线性

微分方程解的性质是十分有意义的.
类似单位圆盘上的情形,为了更加精确地刻画亚纯函数的增长级,文献[5]定义了复平面上亚纯函数

的[p,q]φ 级和[p,q]φ零点收敛指数,其中p≥q≥1或者p>q=1,并利用此定义研究了二阶微

分方程f″+A(z)f=0解的性质,得到了解的[p,q]φ级的刻画.利用对二阶方程的研究方法,人们进一

步研究了高阶方程解的性质,如文献[6]研究了方程f(k)+A(z)f=0解的性质,并得到了一些结果.文献

[7]利用[p,q]φ 级刻画了线性微分方程

f(k)+Ak-1f(k-1)+…+A1f'+A0f=0 (1)
解的增长性,并得到了一些结果.

回顾文献[7]中方程(1)解的情形,都只是考虑了p≥q>1或者p>q=1的情形,而p=1,q=2的

情形并未涉及.本文的目的主要是考虑p=1,q=2的情形,继续研究方程(1)解的增长性与系数增长性之
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间的关系.在本文中我们总是假定φ(r)满足条件:对任意的α≥1,q≥1,有:

(F1)lim
r→∞

αr
φ(r)

=1;

(F2)lim
r→∞

logαr
φ(r)

=0;

(F3)lim
r→∞

logqφ(αr)
logqφ(r)

=1.

类似文献[8]中亚纯函数对数级的定义,我们定义对数φ 级如下:
定义1 设φ(r):[0,+∞) →(0,+∞)为非减无界函数,则复平面上亚纯函数f 相对于φ的对数

φ 级定义为

σ[1,2](f,φ)=limr→∞

logT(r,f)
log2φ(r)

若f 为整函数,则f 的对数φ 级定义为

σ[1,2](f,φ)=limr→∞

loglogM(r,f)
log2φ(r)

  注1 当φ(r)=r时,定义1即为对数级的定义.显然,任意非常数的有理函数f 的对数φ级是1;在

复平面上任意超越亚纯函数f 的对数φ 级不小于1;任意对数φ 级有穷的亚纯函数一定是零级函数.
定义2 设φ(r):[0,+∞) →(0,+∞)为非减无界函数,亚纯函数f(z)具有有穷正的对数φ级,

则亚纯函数f(z)的对数φ 型定义为

τ[1,2](f,φ)=limr→∞

T(r,f)
(logφ(r))σ[1,2]

(f,φ)

如果f(z)是整函数,其对数φ 型定义为

τ[1,2](f,φ)=limr→∞

logM(r,f)
(logφ(r))σ[1,2]

(f,φ)

  注2 显然,任意非常数的多项式p对数φ型等于它的次数deg(p);任意非常数的有理函数的对数φ
型是有穷的;在复平面上的对数φ 级为1的超越亚纯函数,其对数φ 型必为无穷的.

类似文献[9]的引理7和引理8的证明方法,我们可以证明下面的性质:
性质1 如果f1(z),f2(z)为亚纯函数,满足σ[1,2](f1,φ)=a,σ[1,2](f2,φ)=b,则:

􀃠σ[1,2](f1+f2,φ)≤max{a,b},σ[1,2](f1·f2,φ)≤max{a,b};

􀃡 如果a≠b,σ[1,2](f1+f2,φ)=max{a,b},σ[1,2](f1·f2,φ)=max{a,b}.
性质2 如果f1(z),f2(z)为亚纯函数,满足τ[1,2](f1,φ)=a1,τ[1,2](f2,φ)=b1,则:

􀃠τ[1,2](f1+f2,φ)≤max{a1,b1},τ[1,2](f1·f2,φ)≤max{a1,b1};

􀃡 如果a1 ≠b1,τ[1,2](f1+f2,φ)=max{a1,b1},τ[1,2](f1·f2,φ)=max{a1,b1}.

集合E ⊂ [1,+∞)的线性测度定义为mE=∫E
dt,集合E ⊂ [1,+∞)的对数性测度定义为mlE=

∫E

dt
t.

类似文献[10]的讨论方法,我们可证明下面的结果:
定理1 设A0,…,Ak-1 是整函数,存在超越函数As(0≤s≤k-1)满足

max{σ[1,2](Aj,φ):j≠s,j=0,1,…,k-1}<σ[1,2](As,φ)<+∞
则方程(1)的每个超越整函数解f 满足:

σ[2,1](f,φ)=0   σ[2,2](f,φ)≤σ[1,2](As,φ)+1≤σ[1,2](f,φ)+1
如果f 不是超越的,则f 一定是次数不超过s-1的多项式.进一步,至少存在1个整函数解f1,满足

1<σ[1,2](As,φ)≤σ[2,2](f1,φ)≤σ[1,2](As,φ)+1
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  定理2 设A0,…,Ak-1 是整函数,如果A0 是超越的,且满足

max{σ[1,2](Aj,φ):j=1,2,…,k-1}<σ[1,2](A0,φ)< ∞
则方程(1)的每个非平凡解f 满足:

σ[2,1](f,φ)=0   1≤σ[1,2](A0,φ)≤σ[2,2](f,φ)≤σ[1,2](A0,φ)+1
  定理3 设A0,…,Ak-1 是整函数,如果A0 是超越的,且满足

max{σ[1,2](Aj.φ):j=1,2,…,k-1}=σ[1,2](A0,φ)<+∞
及

max{τ[1,2](Aj,φ):σ[1,2](Aj,φ)=σ[1,2](A0,φ)}<τ[1,2](A0,φ)≤+∞
则方程(1)的每个超越解f 满足:

σ[1,2](f,φ)=0   1≤σ[1,2](A0,φ)≤σ[2,2](f,φ)≤σ[1,2](A0,φ)+1
  定理4 设A0超越整函数,σ[1,2](A0,φ)<∞,且A1,…,Ak-1是多项式.则方程(1)的每个非零整函

数解f 满足:

σ[1,1](f,φ)=+∞   σ[2,1](f,φ)=0   1≤σ[1,2](A0,φ)≤σ[2,2](f,φ)≤σ[1,2](A0,φ)+1
  引理1 设f 是复平面上的一个亚纯函数,f 的对数φ级为σ[1,2](f,φ),则存在对数测度无限的集合

E ⊂ [1,∞),使得对所有的r∈E,有

σ[1,2](f,φ)=limr→∞

logT(r,f)
log2φ(r)

  证  由对数φ 级σ[1,2](f,φ)的定义知,存在递增的点列{rn},满足

lim
n→∞

rn =∞   rn < 1+
1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷rn <rn+1

使得

lim
n→∞

logT(rn,f)
log2φ(rn) =σ[1,2](f,φ) (2)

于是存在充分大的N0,使得当n>N0,r∈ rn,1+
1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷rn

é

ë
êê

ù

û
úú 时,有

logT(rn,f)
log2φ(rn)

· log2φ(rn)

log2φ
n+1
n rn

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
logT(rn,f)

log2φ
n+1
n rn

æ

è
ç

ö

ø
÷

≤
logT(r,f)
log2φ(r)

(3)

令

E=∪
∞

n=N0
rn,

n+1
n rn

é

ë
êê

ù

û
úú

由(2),(3)式及条件(F3),r∈E,有

σ[1,2](f,φ)≤lim
r→∞

logT(r,f)
log2φ(r)

另一方面,对于r∈E,显然

lim
r→∞

logT(r,f)
log2φ(r)

≤σ[1,2](f,φ)

因此,对r∈E,有:

lim
r→∞

logT(r,f)
log2φ(r)

=σ[1,2](f,φ)

mlE=∑
∞

n=N0∫
n+1
nrn

rn

dt
t =∑

∞

n=N0
log 1+

1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷=∞

  类似于引理1证明方法,有下面的引理:
引理2 设f是超越的整函数,且0<σ[1,2](f,φ)<+∞,其对数φ型为τ[1,2](f,φ),则存在对数测
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度为无穷的集合F ⊂ (1,+∞),使得对所有的r∈F,有

τ[1,2](f,φ)=limr→∞

logM(r,f)
(logφ(r))σ[1,2]

(f,φ)

  引理3 设A0,A1,…,Ak-1 为整函数,满足max{σ[1,2](Aj,φ):j=0,1,…,k-1}≤α<+∞.则方

程(1)的任意解f 满足σ[2,1](f,φ)=0且σ[2,2](f,φ)≤α+1.
证  如果f 是多项式,则σ[2,1](f,φ)=0且σ[2,2](f,φ)=0<α+1,故结论成立.
如果f 为方程(1)的任一超越解,则由文献[11]的定理1.15,存在集合E⊂R+,mlE< ∞,使得对:

|z|=r∉E   |f(z)|=M(r,f)
有

f(j)(z)
f(z)=

υ(r,f)
z

æ

è
ç

ö

ø
÷

j
(1+ηk(z))   j=0,1,…,k (4)

把(4)式代入方程(1),得

(1+ο(1))υ(r,f)≤rk∑
k= -1

j=0
|Aj(z)|   r∉E

又因为A0,A1,…,Ak-1 的对数φ 级有限,则对任意的ε和足够大的r,有

M(r,Aj)≤exp{(logφ(r))α+ε}   j=0,1,…,k-1
由文献[12]的引理1.1.2,对任意常数β>1和足够大的r0,当r>r0 时有

υ(r,f)≤rβkexp{logφ(r)α+2ε}
结合文献[11]的定理1.9,有

logM(r,f)≤logμ(r,f)+log(υ(2r,f)+2)≤
rβkexp{(logφ(r))α+3ε}logr+(βk)logr+(logr)α+3ε +O(1)

又由φ 的性质(F1),则有

log+log+log+ M(r,f)≤ (α+1+4ε)loglogφ(r)+logloglogφ(r)+O(1)
因此σ[2,1](f,φ)=0且σ[2,2](f,φ)≤α+1.

引理4 设A0,A1,…,Ak-1 为整函数,满足

max{σ[1,2](Aj,φ):j=1,…,k-1}<σ[1,2](A0,φ)<+∞
则方程(1)的任意非平凡解f 满足σ[2,2](f,φ)≥σ[1,2](A0,φ).

证  假设f 是方程(1)的任意非零解,由方程(1),有

-A0(z)=
f(k)

f +Ak-1(z)
f(k-1)

f +…+A1(z)
f'
f

(5)

由文献[13]的定理4.1和(5)式得到

m(r,A0)≤∑
k-1

j=1
m(r,Aj)+∑

k

j=1
m r,f

(j)

f
æ

è
ç

ö

ø
÷=∑

k-1

j=1
m(r,Aj)+klog+T(2r,f)+O(1) (6)

令

b=max{σ[1,2](Aj,φ):j=1,2,…,k-1}
则b<σ[1,2](A0,φ),则

m(r,Aj)=T(r,Aj)≤ (logφ(r))b+ε   j=1,2,…,k (7)
因为

σ[1,2](A0,φ)=σ>0
由引理1,对任意ε(0<3ε<σ-b),存在递增趋于无穷的序列{rn},使得

m(rn,A0)≥logφ(rn)σ-ε (8)
把(7),(8)式代入(6)式中,得到

(logφ(rn))σ-ε ≤ (logφ(rn))b+2ε +klog+T(2rn,f)+O(1)
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即

(1-ο(1))(logφ(r))σ-ε ≤klog+T(2rn,f)
从而

σ[2,2](f,φ)≥σ[1,2](A0,φ)

  引理5 设A0,A1,…,Ak-1 为整函数,满足

max{σ[1,2](Aj,φ):j≠s,j=0,1,…,k-1}<σ[1,2](As,φ)<+∞
则方程(1)的任意超越整函数解f 满足

σ[1,2](f,φ)≥σ[1,2](As,φ)

  证  假设f 是方程(1)的超越解,由方程(1),有

-As =
f(k)

f(s)+Ak-1
f(k-1)

f(s) +…+As+1
f(s+1)

f(s) +As-1
f(s-1)

f(s) +…+A0
f
fs

æ

è
ç

ö

ø
÷=

f(k)

f(s)+Ak-1
f(k-1)

f(s) +…+As+1
f(s+1)

f(s)
é

ë
êê

ù

û
úú+

f
f(s) As-1

f(s-1)

f +…+A1
f'
f +A0

é

ë
êê

ù

û
úú

显然

m r,f
f(s)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤T(r,f)+T r,1

f(s)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

(s+2)T(r,f)+m r,f
(s)

f
æ

è
ç

ö

ø
÷+O(1)

又由文献[13]的定理4.1,有

T(r,As)=m(r,As)≤∑
j≠s

m(r,Aj)+max{(k-s),s}logT(r,f)+(s+2)T(r,f)+O(1)

即

T(r,As)≤∑
j≠s

T(r,Aj)+(s+2)(1-o(1))T(r,f) (9)

令

b=max{σ[1,2](Aj,φ):j∈ {0,1,…,k-1}\{s}}
则b<σ[1,2](As,φ).则有

T(r,Aj)≤ (logφ(r))b+ε   j∈ {0,1,…,k-1}\{s} (10)
因为

σ[1,2](As,φ)=σ>0
由引理1,对任意的ε(0<3ε<σ-b),存在递增趋于无穷的序列{rn},使得

T(rn,As)≥ (logφ(rn))σ-ε (11)
把(10)式和(11)式代入(9)式得到

(logφ(rn))σ-ε ≤ (logφ(rn))b+3ε +(s+2)(1-o(1))T(rn,f)
即

(1-o(1))(logφ(rn))σ-ε ≤ (s+2)(1-o(1))T(rn,f)
从而

σ[1,2](f,φ)≥σ[1,2](As,φ)

  定理1的证明  首先假设f 是方程(1)的超越整函数解,由引理5,我们有

σ[1,2](f,φ)≥σ[1,2](As,φ)≥1
另一方面,由引理3,我们有:

σ[2,1](f,φ)=0   σ[2,2](f,φ)≤σ[1,2](As,φ)+1
因此σ[2,1](f,φ)=0,σ[2,2](f,φ)≤σ[1,2](As,φ)+1≤σ[1,2](f,φ)+1.

假设f 是次数大于s的多项式,则f(s)(z)≠0.类似引理5的讨论,有
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T(r,As)=m(r,As)≤∑
j≠s

m(r,Aj)+max{(k-s),s}logT(r,f)+(s+2)T(r,f)+O(1)

由文献[13]的定理4.1得

T(r,As)≤∑
j≠s

T(r,Aj)+(s+2)(1-o(1))T(r,f) (12)

令

b=max{σ[1,2](Aj,φ):j≠s,j=0,1,…,k-1}
则b<σ[1,2](As,φ),从而

m(r,Aj)=T(r,Aj)≤ (logφ(r))b+ε   j∈ {0,1,…,k-1}\{s} (13)

σ[1,2](As,φ)=σ>0.由引理1,对任意的ε(0<4ε<σ-b),存在对数测度为无穷的集合E,存在递增

趋于无穷的序列{rn},使得对所有的rn ∈E,有

T(rn,As)≥ (logφ(rn))σ-ε (14)

因此,把(13),(14)式代入(12)式,即对所有rn ∈E,有

(logφ(rn))σ-ε ≤ (logφ(rn))b+3ε +(s+2)(1-o(1))T(rn,f)
又由f 是多项式,因此

(logφ(rn))σ-ε ≤ (logφ(rn))b+3ε

显然,这与ε的选取矛盾,因此如果f 是多项式解,则必是次数不超过s-1的多项式.
设{f1,…,fk}为方程(1)的基础解,由文献[14]的引理3有

T(r,As)=m(r,As)=O{log(max
1≤j≤k

T(r,fj))}

这表明,在{f1,…,fk}中存在一个解,设为f1,满足

T(r,As)=O{logT(r,f1)}
即

σ[2,2](f1,φ)≥σ[1,2](As,φ)>1
因此

σ[1,2](As,φ)+1≥σ[2,2](f1,φ)≥σ[1,2](As,φ)>1
  定理2的证明  由引理4,得到方程(1)的每个非零整函数解f 满足

σ[2,2](f,φ)≥σ[1,2](A0,φ)≥1
另一方面,由引理3,我们得到方程(1)的每个解f 满足σ[2,1](f,φ)=0且

σ[2,2](f,φ)≤σ[1,2](A0,φ)+1<+∞
  定理3的证明  设f 是方程(1)任意超越解,由(5)式有

|A0(z)|=
f(k)

f +|Ak-1(z)|
f(k-1)

f +…+|A1(z)|
f'
f

(15)

由文献[15]的定理3,存在对数测度有穷的集合E2⊂(1,+∞),使得对于所有|z|=r∉[0,1]∪E2,有

f(j)(z)
f(z) ≤

T(αr,f)
r logαrlogT(αr,f)

æ

è
ç

ö

ø
÷

j
(16)

其中α>1为常数.
由假设:

max{σ[1,2](Aj,φ):j=1,2,…,k-1}=σ[1,2](A0,φ)< ∞
max{τ[1,2](Aj,φ),σ[1,2](Aj,φ)=σ[1,2](A0,φ)}≤τ[1,2](A0,φ)≤ ∞

存在非空集合J1 ⊆ {1,2,…,k-1},使得对j∈J1,有:

σ[1,2](Aj,φ)=σ[1,2](A0,φ)=σ   τ[1,2](Aj,φ)<τ[1,2](A0,φ)=τ
且对于i∈ {1,2,…,k-1}\J1,我们有
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α1=max{σ[1,2](Ai,φ)}<σ[1,2](A0,φ)=σ
因此,存在常数β1 和β,满足

max{τ[1,2](Aj,φ):j∈J1}<β1 <β<τ
使得:

M(r,Ai)≤exp(logφ(r))
α1+ε <

exp{β1(logφ(r))σ}   i∈ {1,…,k-1}\J1 (17)

M(r,Aj)≤exp{β1(logφ(r))σ}   j∈J1 (18)
由引理2,存在对数测度为无穷的集合F,使得对所有的r∈F,有

M(r,A0)>exp{β(logφ(r))σ} (19)
则对所有的z满足|A0(z)|=M(r,A0)且|z|=r∈F\E2,有

exp{β(logφ(r))σ}≤kexp{β1(logφ(r))σ}
T(αr,f)

r logαrlogT(αr,f)
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

即

(1-o(1))exp{β(logφ(r))σ}≤ {(1-o(1))T(αr,f)logαr}k

再结合φ 的条件(F1),有

σ[1,2](f,φ)≥σ[1,2](A0,φ)≥1
另一方面,由引理3,我们得到方程(1)的每个解f 满足:

σ[2,1](f,φ)=0   σ[2,2](f,φ)≤σ[1,2](A0,φ)+1< ∞
  定理4的证明  假设A0 是零级的超越整函数,其它的系数Aj(j=1,2,…,k-1)是多项式,类似文

献[10]的定理1.1的证明,方程(1)的每个非零解满足:

σ[1,1](f,φ)=+∞   σ[2,1](f,φ)=σ[1,1](A0,φ)=0
如果σ[1,2](A0,φ)=1,则τ[1,2](A0,φ)=+∞,注意Aj(j=1,2,…,k-1)是多项式,且它们的对数φ 型

有限.因此,对于j=1,2,…,k-1,有:

σ[1,2](Aj,φ)=σ[1,2](A0,φ)=1   τ[1,2](Aj,φ)=deg(Aj)<τ[1,2](A0,φ)=+∞
由定理3得

σ[1,2](A0,φ)≤σ[2,2](f,φ)≤σ[1,2](A0,φ)+1
如果σ[1,2](A0,φ)>1(j=1,2,…,k-1),则

1=σ[1,2](Aj,φ)<σ[1,2](A0,φ)
由定理2的条件得

1≤σ[1,2](A0,φ)≤σ[2,2](f,φ)≤σ[1,2](A0,φ)+1
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OntheGrowthofSolutionsofLinearDifferentialEquationswith
EntireCoefficientsofFiniteLogarithmicφOrder
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SchoolofMathematicalSciences,GuizhouNormalUniversity,Guiyang550001,China

Abstract:Thegrowthofsolutionsoflineardifferentialequationswithentirecoefficientsoffinitelogarith-
micφorderisinvestigatedbyusingNevanlinnatheoryofmeromorphicfunctions,andtherelationshipsbe-
tweentheorderofgrowthofsolutionsoftheequationsandthelogarithmicφorderofcoefficientsareob-
tained.
Keywords:lineardifferentialequation;entirefunctions;logarithmicφorder;Nevanlinnatheory;orderof

growth
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