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分层混合均衡问题和不动点问题的等价性①
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摘要:在 Hilbert空间中,介绍了一类改进的混合均衡问题,并在适当条件下研究了混合均衡问题与不动点问题的

等价关系,进一步建立了关于分层混合均衡问题解的一个充分必要条件.
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设C1和C2分别为Hilbert空间H1和H2的非空闭凸子集,其范数和内积分别表示为‖.‖和<.,.>.
设F:C1×C1 →R为二元泛函,f:C1 →H1 为非线性映象,求一点x* ∈C1,使得

F(x*,x)+<f(x*),x-x*>≥0   ∀x∈C1 (1)
称(1)式为混合均衡问题,解集表示为MEP(H1,F,f).如果f=0,(1)式将退化为均衡问题,其解集表

示为EP(H1,F);如果F=0,(1)式将退化为经典的变分不等式问题[1-2].
设fi:C1 →H1 为非线性映象(i=1,2,…,N),求一点x* ∈C1,使得

F(x*,x)+<∑
N

i=1
aifi(x*),x-x*>≥0   ∀x∈C1 (2)

其中ai∈(0,1)且∑
N

i=1
ai=1.称(2)式为改进的混合均衡问题,这是混合均衡问题的一种重要的推广形式,

也是解决复杂经济系统的有力工具[3-9].
在此基础上,本文介绍一个改进的分层混合均衡问题:设A:H1 →H2为有界线性算子,G:C2×

C2 →R为二元泛函,且gi:C2 →H2 为非线性映象(i=1,2,…,N),求一点x* ∈C1,使得

F(x*,x)+<∑
N

i=1
aifi(x*),x-x*>≥0 ∀x∈C1

y* =Ax*:G(y*,y)+<∑
N

i=1
bigi(y*),y-y*>≥0 ∀y∈C2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(3)

其中ai,bi ∈ (0,1),且∑
N

i=1
ai=1,∑

N

i=1
bi=1.分层混合均衡问题(3)的解集记为

Ω= x* ∈C1:x* ∈ MEPH1,F,∑
N

i=1
aifi( ) ,y* =Ax* ∈ MEPH2,G,∑

N

i=1
bigi( ){ }

  本文的目的是建立关于改进的混合均衡问题(2)和分层混合均衡问题(3)的解与不动点问题的等价关

系,为进一步研究分层混合均衡问题的数值方法提供有效的理论基础和预解算子.
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设C 为Hilbert空间H 的一个非空闭凸子集,如果T:C →C 为非线性映象,由文献[10]可知,如

果T:C →C 是非扩张映象,则T 满足不等式

<(I-T)x-(I-T)y,T(y)-T(x)>≤
1
2‖

(I-T)x-(I-T)y‖2   ∀x,y∈C

以Fix(T)表示T 的不动点集,即

Fix(T)={x∈C:T(x)=x}

σ 强单调映象和η 逆强单调映象的定义同文献[2].同时,假设F:C×C →R满足下列条件:

􀃠F(x,x)=0,∀x ∈C;

􀃡F 是单调映象,即F(x,y)+F(y,x)≤0,∀x,y∈C,且仅当x=y时,F(x,y)+F(y,x)=0;

􀃢lim
t→0

F(tz+(1-t)x,y)≤F(x,y),∀x,y,z∈C;

􀃣 对 ∀x ∈C,y| →F(x,y)是凸的且下半连续的.
引理1[1-2] 设F:C×C →R满足条件 􀃠-􀃣.对 ∀x∈H,存在z∈C 使得TF

r:H →C 满足

TF
r(x)= z∈C:F(z,y)+

1
r
<y-z,z-x>≥0,∀y∈C{ }

其中r>0,则下列结论成立:
(a)TF

r 是单值的,且 ‖TF
r(x)-TF

r(y)‖2 ≤ <TF
r(x)-TF

r(y),x-y>,∀x,y∈H;
(b)EP(H,F)是闭凸的,且EP(H,F)=Fix(TF

r).
定理1 设C1 为Hilbert空间H1的非空闭凸子集,F:C1×C1 →R为二元泛函并满足条件􀃠-􀃣,且

fi:C1 →H1 为ηi 逆强单调映象(i=1,2,…,N).如果r∈(0,2η),且η= min
1≤i≤N

{ηi},则(2)式的解集

Fix(TF
r(I-r∑

N

i=1
aifi))=∩N

i=1
Fix(TF

r(I-rfi)) (4)

  证  由引理1,不难证明

∩
N

i=1
Fix(TF

r(I-rfi))⊆Fix(TF
r(I-r∑

N

i=1
aifi))

不放设x0 ∈ MEP(H1,F,∑
N

i=1
aifi),x* ∈∩

N

i=1
MEP(H1,F,fi),由引理1可得:

x0=TF
r(I-r∑

N

i=1
aifi)x0   x* =TF

r(I-r∑
N

i=1
aifi)x* (5)

利用TF
r 的非扩张性和fi 的η 逆强单调性得

‖x0-x*‖2=‖TF
r(I-r∑

N

i=1
aifi)x0-TF

r(I-r∑
N

i=1
aifi)x*‖

2

≤

‖(x0-x*)-r∑
N

i=1
ai(fi(x0)-fi(x*))‖

2

≤

‖x0-x*‖2-2r∑
N

i=1
ai<x0-x*,fi(x0)-fi(x*)>+

r2∑
N

i=1
ai‖fi(x0)-fi(x*)‖2 ≤

‖x0-x*‖2+r∑
N

i=1
ai(r-2η)‖fi(x0)-fi(x*)‖2

整理得

∑
N

i=1
ai(2η-r)‖fi(x0)-fi(x*)‖2 ≤0

因为r∈ (0,2η),所以

fi(x0)=fi(x*)   i=1,2,…,N (6)
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  另一方面,由于x0 和x* 都是(2)式的解,则:

F(x0,x)+<∑
N

i=1
aifi(x0),x-x0>≥0   ∀x∈C1 (7)

F(x*,x)+<∑
N

i=1
aifi(x*),x-x*>≥0   ∀x∈C1 (8)

在(7)式和(8)式中分别取x=x* 和x=x0,得:

F(x0,x*)+<∑
N

i=1
aifi(x0),x* -x0>≥0 (9)

F(x*,x0)+<∑
N

i=1
aifi(x*),x0-x*>≥0 (10)

将(9)式和(10)式相加,并结合(6)式,得

F(x0,x*)+F(x*,x0)≥0
同时,结合F 的单调性 􀃡,进一步得

F(x0,x*)+F(x*,x0)=0 (11)

由条件 􀃡 和(11)式得x0=x*,即x0 ∈∩
N

i=1
Fix(TF

r(I-rfi)).因此,式(4)成立.

定理2 设C1 和C2 为Hilbert空间H1 和H2 的非空闭凸子集,F:C1×C1 →R和G:C2×C2 →R
为二元泛函并满足条件 􀃠-􀃣.设fi:C1 →H1 为ηi 逆强单调映象,gi:C2 →H2 为μi 逆强单调

映象(i=1,2,…,N).如果r∈ (0,2ρ),且ρ= min
1≤i≤N

{ηi,μi},则x* ∈Ω 的充分必要条件是

x* =TF
r I-r∑

N

i=1
aifi( ) I-γA* I-TG

r I-r∑
N

i=1
bigi( )( )A[ ]x*

  证  必要性  记f=∑
N

i=1
aifi,g=∑

N

i=1
bigi,如果x* ∈Ω,即x* ∈ MEP(H1,F,f)且Ax* ∈

MEP(H2,G,g).由引理1可知x* ∈FixTF
r(I-rf)( ) 且Ax* ∈FixTG

r(I-rg)( ) ,进一步得

x* =TF
r(I-rf)x* -γA* I-TG

r(I-rg)( )Ax*[ ] (12)

  充分性  设存在q∈Ω,则由必要性的证明过程可知

q=TF
r(I-rf)q-γA* I-TG

r(I-rg)( )Aq[ ] (13)
由(12)式和(13)式,并利用TF

r(I-rf)的非扩张性,得

‖x* -q‖2 ≤ ‖ x* -γA* I-TG
r(I-rg)( )Ax*[ ] - q-γA* I-TG

r(I-rg)( )Aq[ ] ‖2=
‖x* -q‖2-2γ<x* -q,A* I-TG

r(I-rg)( )Ax*>+
γ2‖A* I-TG

r(I-rg)( )Ax*‖2 (14)
又因为

-2γ<x* -q,A* I-TG
r(I-rg)( )Ax*>=

-2γ<Ax* -Aq,I-TG
r(I-rg)( )Ax*>=

2γ<Aq-TG
r(I-rg)Ax* +TG

r(I-rg)Ax* -Ax*,I-TG
r(I-rg)( )Ax*>=

2γ <Aq-TG
r(I-rg)Ax*,I-TG

r(I-rg)( )Ax*>-‖I-TG
r(I-rg)( )Ax*‖2[ ] ≤

2γ 1
2‖I-TG

r(I-rg)( )Ax*‖2-‖I-TG
r(I-rg)( )Ax*‖2é

ë
êê

ù

û
úú=

-γ‖I-TG
r(I-rg)( )Ax*‖2

结合(13)式,得

‖x* -q‖2 ≤ ‖x* -q‖2-γ‖I-TG
r(I-rg)( )Ax*‖2+γ2‖A* I-TG

r(I-rg)( )Ax*‖2 ≤
‖x* -q‖2-γ(1-γL)‖I-TG

r(I-rg)( )Ax*‖2 (15)
由(15)式得

Ax* ∈Fix(I-TG
r(I-rg))
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结合(12)式进一步得

x* ∈Fix(I-TF
r(I-rf))

因此,x* ∈Ω.

参考文献:
[1] 闻道君.广义平衡问题和渐近严格伪压缩映象的粘滞 投影方法 [J].系统科学与数学,2014,34(6):693-702.
[2] KAZMIKR,RIZVISH.AHybridExtragradientMethodforApproximatingtheCommonSolutionsofaVariationalIn-

equality,aSystemofVariationalLnequalities,aMixedEquilibriumProblemandaFixedPointProblem[J].ApplMath

Comput,2012,218(2):5439-5452.
[3] KONNOVIV,VOLOTSKAYAEO.MixedVariationalInequalitiesandEconomicsEquilibriumProblems[J].JAppl

Math,2002,2(6):289-314.
[4] KHUANGSATUNG W,KANGTUNYAKARN A.AlgorithmofaNew VariationalInclusionProblemandStrictly

PseudononspreadingMappingwithApplication[J].FixedPointTheoryAppl,2014(1):1-27.
[5] TANGG,ZHUM,LIUH.ANewExtragradient-TypeMethodforMixedVariationalInequalities[J].OperationsRe-

searchLetters,2015,43(6):567-572.
[6] 徐 洁,张俊容,刘 佳.求解一类广义均衡问题的交替方向法 [J].西南大学学报(自然科学版),2016,38(5):

114-118.
[7] JEONGJU.GeneralizedViscosityApproximationMethodsforMixedEquilibriumProblemsandFixedPointProblems

[J].ApplMathComput,2016,283:168-180.
[8] 闻道君.关于伪单调平衡问题和不动点问题的粘滞 次梯度方法 [J].数学进展,2017,46(2):303-312.
[9] KAZMIKR,REHANA,MOHDF.Krasnoselski-MannTypeIterativeMethodforHierarchicalFixedPointProblem

andSplitMixedEquilibriumProblem[J].NumerAlgor,2017(4):1-20.
[10]CROMBEZG.AHierarchicalPresentationofOperatorswithFixedPointsonHilbertSpaces[J].NumerFunctAnalOp-

tim,2006,27(3-4):259-277.

TheEquivalenceofSplitMixedEquilibrium
ProblemsandFixedPointProblems
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Abstract:Inthispaper,aclassofmodifiedmixedequilibriumproblemsisintroducedinHilbertspace.The
equivalencerelationbetweenthemixedequilibriumproblemsandafixedpointproblemisstudiedunder
somesuitableconditions.Moreover,asufficientandnecessaryconditionforthesolutionofmodifiedsplit
mixedequilibriumproblemsisestablished.
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