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凸函数Steiner对称化的一个等价特征①
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摘要:函数Steiner对称化的经典定义是根据函数水平集的Steiner对称化以及函数的分层表示定义的.给出了强制

凸函数Steiner对称化的一个解析表达式,它是经典Steiner对称化的一个等价特征.这个新的定义不依赖于函数水

平集的Steiner对称化,而是将定义转化为一维的类似抛物线函数的Steiner对称化,这更有助于函数不等式的证

明.函数的Blaschke-Santalo不等式是一个重要的函数形式的仿射等周不等式,它的几何背景是凸体的Blaschke-
Santalo不等式.首先利用Steiner对称化的新的定义,证明了对于任意的强制凸函数经过一次Steiner对称化后积分

值变小了;然后利用Prekopa-Leindler不等式证明了径向函数的Blaschke-Santalo不等式.由于任何凸函数经过不断

的Steiner对称化总可以在Lp 范数意义下收敛于它的对称递减重排,而对称递减重排即为径向函数,因此证明了

函数形式的Blaschke-Santalo不等式.
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Steiner对称化是为了证明等周不等式而引入的一种概念[1].160年来,Steiner对称化已成为解决与等

周相关的几何不等式的基本工具[2-5],并且在最近的很多工作中扮演着重要的角色[6-13].19世纪70年代,
数学家开始寻找函数不等式的几何证明,由此凸体的Steiner对称化推广到Sobolev空间中函数的Steiner
对称化.本文的目的是给出凸函数Steiner对称化的一个等价特征.和经典函数Steiner对称化的定义不同,
这个新的特征并不依赖于函数水平集的Steiner对称化,而是给出了函数Steiner对称化的明确的分析表达

式,因此更有利于证明函数形式的不等式.
令Ω 是n维欧式空间Rn 中的开凸子集,Ω|u表示Ω 在u⊥ 上的正交投影.对于x' ∈u⊥,如果令Ωx'

表示集合{t∈R:x' +tu∈Ω},则Ω 关于方向u∈Sn-1 的Steiner对称化定义为

SuΩ= x' +tu:x' ∈Ω|u,t≤
1
2|Ωx'|{ } (1)

其中|Ωx'|表示Lebesgue测度.如果对于任意的x,y∈Ω 和0≤λ≤1,有

f(λx+(1-λ)y)≤λf(x)+(1-λ)f(y) (2)
则函数f:Ω →R被称为凸函数.如果 lim

x∈Ω,x→∂Ω
f(x)=+∞,则函数被称为强制的.

f 的上图定义为epif={(x,y)∈Rn+1:x ∈Ω,y≥f(x)}.经典的函数Steiner对称化是利用水平

集的Steiner对称化定义的,定义如下:
定义1 对于强制的凸函数f:Ω →R和超平面H =e⊥

n ,对于任意的x=x'+ten,x'∈H,t∈R,

f 的Steiner对称化Sf 定义为

Sf(x)=inf{h∈R:μ(x',h)≥2|t|} (3)
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其中μ(x',h)=|{xn ∈R:f(x',xn)≤h}|是f(x',·)的分布函数.
本文给出了强制凸函数的一个等价特征:
定理1 如果f:Ω →R是强制的凸函数并且H =e⊥

n ,那么对于任意的x=x'+xnen,x' ∈H,

xn ∈R,有

Sf(x)= sup
λ∈[0,1]

inf
x1+x2=xn

[λf(x',2x1)+(1-λ)f(x',-2x2)] (4)

(4)式不依赖于函数f 的水平集的测度,而是给出了函数Steiner对称化的一个解析表达式,有利于证明各

种函数不等式.
对于凸体K ⊂Rn,它关于点z∈Rn 的极体定义为

Kz ={x∈Rn:sup<x-z,y-z>,y∈K} (5)

  对应凸体的定义,定义对数凹函数ϕ=e-f,ϕ:Ω →(0,∞)关于点z∈Rn 的极函数定义为

ϕz(x)=inf
y∈Rn

e-<x-z,y-z>

ϕ(y)
(6)

为了更好地理解(6)式,先看经典的Legendre变化:对于函数f:Rn →R,它关于点z∈Rn 的Legendre
变换定义为

Lzf(x)=sup{<x-z,y-z>-f(y):y∈Rn} (7)
根据(6)式和(7)式,如果ϕ(x)=e

-f(x),那么

ϕz(x)=e-Lzf(x) (8)

  凸体的Blaschke-Santalo不等式最早由文献[14]证明,后面被文献[15-16]推广到更一般的函数情形.
最近,文献[17]给出了一个新的直接证明.根据文献[14]中关于中心对称凸体的Santalo不等式的证明,我

们证明了函数形式的关于偶的凸函数的Blaschke-Santalo不等式.

定理2 如果f:Ω →(0,∞)是偶函数并且满足0<∫e-f < ∞,那么

∫e-f∫e-Lf ≤ (2π)n (9)

  我们首先研究一维的情况.如果f:R →[0,∞)是强制的一维凸函数,那么根据(4)式,有

Sf(x)= sup
λ∈[0,1]

inf
x1+x2=x

[λf(2x1)+(1-λ)f(-2x2)] (10)

  引理1 如果f:R →[0,∞)是强制的凸函数,那么Sf 是偶函数,并且对于任意的h∈R,有

|{x∈R:f(x)≤h}|=|{x∈R:Sf(x)≤h}| (11)

  证  首先,我们证明Sf 是偶的.对于任意的x ∈R,根据(10)式可得

Sf(-x)= sup
λ∈[0,1]

inf
x2∈R

[λf(-2x2-2x)+(1-λ)f(-2x2)]=

sup
λ∈[0,1]

inf
x2∈R

[λf(2x2-2x)+(1-λ)f(2x2)]=

sup
λ'∈[0,1]

inf
x2∈R

[λ'f(2x2)+(1-λ')f(2x2-2x)]=Sf(x) (12)

  接下来,我们将证明对于任意的x >0,Sf(0)=inff,并且存在x' ∈R,使得

Sf(x)=f(x')=f(x' -2x) (13)
令x=0,根据(10)式可得

Sf(0)= sup
λ∈[0,1]

inf
x1+x2=0

[λf(2x1)+(1-λ)f(-2x2)]=

inf
x1∈R

f(2x1)=inf
x∈R

f(x) (14)

  一方面,对于x ∈R,由于f 是强制的凸函数,故存在x' ∈R,使得

f(x')=f(x' -2x)
令Gx(λ)是关于λ∈ [0,1]的函数

Gx(λ)=inf
x1∈R
[λf(2x1)+(1-λ)f(2x1-2x)] (15)
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对于任意的λ∈ [0,1],选择x1=
x'

2
,可得

Gx(λ)≤λf(x')+(1-λ)f(x' -2x)=f(x') (16)
因此

Sf(x)= sup
λ∈[0,1]

Gx(λ)≤f(x')

  另一方面,我们将证明存在λ0∈[0,1],使得Gx(λ0)=f(x').由于f是定义在R上的凸函数,根据

文献[18]的定理1.5.2,f 的右导数f'
r 和左导数f'

l 存在并且满足f'
l ≤f'

r.由于f(x')=f(x' -2x)且

x >0,可得f'
r(x')≥0并且f'

r(x' -2x)≤0,因此

f'
r(x')-f'

r(x' -2x)≥0
如果

f'
r(x')-f'

r(x' -2x)>0
并且令

λ0=
-f'

r(x' -2x)
f'

r(x')-f'
r(x' -2x)

(17)

则

λ0f'
r(x')+(1-λ0)f'

r(x' -2x)=0 (18)
如果

f'
r(x')-f'

r(x' -2x)=0
那么

f'
r(x')=f'

r(x' -2x)=0
因此这时对于任意的λ0 ∈ [0,1],(18)式总是成立的.根据(18)式,我们定义

Φλ0
(x1)=λ0f(2x1)+(1-λ0)f(2x1-2x) (19)

根据(18)式,Φλ0
在x1=x'/2处的右导数Φλ0,r

和左导数Φλ0,l
满足:

Φ'
λ0,r

x'

2
æ

è
ç

ö

ø
÷=2λ0f'

r(x')+2(1-λ0)f'
r(x' -2x)=0 (20)

Φ'
λ0,l

x'

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤Φ'

λ0,r
x'

2
æ

è
ç

ö

ø
÷=0 (21)

根据(16),(20),(21),(19)式和f(x')=f(x' -2x),我们可得

Gx(λ0)=inf
x1∈R

Φλ0
(x1)=Φλ0

x'

2
æ

è
ç

ö

ø
÷=f(x') (22)

  综上所述

Sf(x)=Gx(λ0)=f(x')=f(x' -2x)
这表明对于任意的h∈R,{x ∈R:Sf(x)>h}={x ∈R:f(x)>h}.

定理1的证明  对于强制的凸函数f:Ω →R,令

f1(x' +ten)= sup
λ∈[0,1]

inf
t1+t2=t

[λf(x',2t1)+(1-λ)f(x',-2t2)]

根据引理1,对于任意的x' ∈Ω|en,f1(x',xn)是关于xn 的偶函数.因此,f1 的上图epi(f1)关于e⊥
n

对称,因此根据凸体的Steiner对称化和引理1可得

S(epif)=epi(f1) (23)
根据文献[19]中的(13)式可得

S(epif)=epi(Sf) (24)
根据(23)式和(24)式,可得f1=Sf.

引理2 如果f:Rn →[0,∞)是偶的凸函数,并且0<∫e-f < ∞,那么∫e-Lf ≤∫e-L(Sf).

证  对于f 和xn ∈R,我们定义新的函数fxn
(x')=f(x',xn),其中x' ∈e⊥

n .根据函数Steiner对
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称化的定义,对于x' =x'
1+x'

2,其中x',x'
1,x'

2 ∈e⊥
n ,我们可得

L(Sf)xn
(x')=L(Sf)(x',xn)=

sup
(y',yn)∈R

n
<(x',xn),(y',yn)>-Sf(y',yn)[ ] =

sup
(y',yn)∈R

n
<(x',xn),(y',yn)>- sup

λ∈[0,1]
inf

y1+y2=yn

(λf(y',2y1)+(1-λ)f(y',-2y2))[ ] =

sup
(y',yn)∈R

n
inf

λ∈[0,1]
sup

y1+y2=yn

<(x',xn),(y',yn)>-(λf(y',2y1)+(1-λ)f(y',-2y2))[ ]

取λ=
1
2
,根据supsup(A+B)≤supsupA+supsupB,有

sup
(y',yn)∈R

n
inf

λ∈[0,1]
sup

y1+y2=yn

<(x',xn),(y',yn)>-(λf(y',2y1)+(1-λ)f(y',-2y2))[ ] ≤

sup
(y',yn)∈R

n
sup
y1∈R

<(x',xn),(y',yn)>-
1
2f
(y',2y1)+

1
2f
(y',2y1-2yn)

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ≤

1
2 sup

(y',yn)∈R
n
sup
y1∈R

<(2x'
1,xn),(y',2y1)>-f(y',2y1)[ ] +

1
2 sup

(y',yn)∈R
n
sup
y1∈R

<(2x'
2,-xn),(y',2y1-2yn)>-f(y',2y1-2yn)[ ] =

1
2 Lf2x'

1,xn( ) +Lf2x'
2,-xn( )[ ] (25)

根据(25)式和x'
1,x'

2 的任意性,可得

exp-L(Sf)(x',xn)( ) ≥ sup
x'1+x'2=x'

exp-
1
2Lf

(2x'
1,xn)

æ

è
ç

ö

ø
÷×exp-

1
2Lf

(2x'
2,-xn)

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

其中exp(f)表示ef.根据(25)式和Prekopa-Leindler不等式,我们可得

∫e⊥n
exp-L(Sf)(x',xn)( )dx' ≥∫e⊥n

exp-Lf(x',xn)( )dx'( )
1
2∫e⊥n

exp-Lf x',-xn( )( )dx'( )
1
2
=

∫e⊥n
exp-Lf(x',xn)( )dx'

其中最后一个等式是由于Lf 的偶性.因此,根据Fubini定理,原命题成立.

引理3 令h(t)是递增的定义域为[0,∞)的凸函数,并且∫
∞

0
e-h(t)dt< ∞.令Lh|·|( ) 表示函数

h(|x|)(x ∈Rn)的Legendre变换,则

∫Rn
exp(-h(|x|))dx∫Rn

exp-Lh(|x|)( )dx≤ 2π( ) n (26)

  证  根据球面坐标变换可得

∫Rn
exp(-h(|x|))dx=∫Sn-1∫

+∞

0
exp-h(r)( )rn-1dr[ ]dω (27)

其中dω 表示单位球面上的Hausdorff测度.对于任意的x ∈Rn,令x=txθx,其中:

θx =
x

|x|∈
Sn-1   tx =|x|

从而

L(h(|x|))=sup
y∈Rn

<x,y>-h y( )( ) =sup
ty≥0

txty -hty( )( ) (28)

因此可得

∫Rn
exp-Lh(|x|)( )dx=∫Sn-1∫

∞

0
exp-sup{rt-h(t):t≥0}( )rn-1dr[ ]dω (29)

对于r∈ [0,∞),令:

f1(r)=exp-h(r)( )rn-1

f2(r)=exp-sup{rt-h(t):t≥0}( )rn-1
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并且

f3(r)=exp-
r2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷rn-1

令

gi(t)=fi et( )et   i=1,2,3
那么

∫
∞

0
fi(r)dr=∫R

gi(t)dt

并且对于任意的s,t∈R,g1s( )g2(t)≤ g3
s
2+

t
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

.根据Prekopa-Leindler不等式可得

∫
∞

0
f1(r)dr∫

∞

0
f2(r)dr≤∫

∞

0
f3(r)dr( )

2

根据(29)式,可得

∫Rn
exp(-h(|x|))dx∫Rn

exp-Lh(|x|)( )dx=

ω2
n∫

∞

0
f1(r)dr∫

∞

0
f2(r)dr≤ω2

n∫
∞

0
exp-

r2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷rn-1dræ

è
ç

ö

ø
÷

2

=(2π)n (30)

其中ωn =
nπ

n
2

Γ1+
n
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

是欧式单位球的表面积[20-21].

定理2的证明  根据引理2和Steiner对称化的积分不变性,可得

∫e-f∫e-Lf ≤∫e-Sf∫e-L(Sf) (31)

对于对数凹函数e-f ∈L1(Rn),存在一序列方向{ui}∞i=1 ⊂Sn-1,使得exp-Su1,…,uif( ) 收敛到径向函数

exp(-h(|x|)).根据(31)式和引理3以及L1(Rn)函数的积分连续性可得

∫e-f∫e-Lf ≤lim
i→∞∫e-Su1,…,uif∫e-L(Su1,…,uif

)
=∫e-h(|x|)∫e-Lh(|x|)≤ (2π)n
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AnEquivalentCharacterizationoftheSteiner
SymmetrizationofConvexFunctions

LINYou-jiang
SchoolofMathematicsandStatistics,ChongqingTechnologyandBusinessUniversity,Chongqing400067,China

Abstract:TheclassicaldefinitionofthefunctionalSteinersymmetrizationisdefinedaccordingtotheStei-
nersymmetrizationoflevelsetsofthefunctionandthelayercakerepresentation.Inthispaper,wegivean
analyticexpressionfortheSteinersymmetrizationofcoerciveconvexfunctions,whichisanequivalent
characterizationoftheclassicalSteinersymmetrization.ThisnewdefinitiondoesnotdependontheSteiner
symmetrizationofthelevelsets;instead,itconvertsthedefinitionintothesymmmetrizationofaone-di-
mensionalparabolicfunction,whichismorehelpfultoprovethefunctionalinequality.ThefunctionalBlas-
chke-Santaloinequalityisanimportantfunctionalaffineisoperimetricinequality.Itsgeometricbackground
istheBlaschke-Santaloinequalityofconvexbodies.Inthispaper,usingthenewdefinition,wefirstprove
thattheintegralvalueoftheconvexfunctionisreducedwithrespecttoSteinersymmetrizationandthen,

usingPrekopa-Leindlerinequality,weprovetheBlaschke-Santaloinequalityofradialfunction.Bycontinu-
ousSteinersymmetrizations,aconvexfunctioncanalwaysbeconvergedtoitssymmetricdecreasingrear-
rangementinthesenseofLpnorm,andthesymmetricdecreasingrearrangementisaradialfunction,so
thefunctionalBlaschke-Santaloinequalityisproved.
Keywords:rearrangementoffunctions;Steinersymmetrization;coerciveconvexfunction;Blaschke-San-

taloinequality
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