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求解无约束问题的修正PRP共轭梯度算法①
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摘要:提出了一种改进的PRP共轭梯度算法,其搜索方向自动具有充分下降性和信赖域性质,且在一定条件下,

具有全局收敛性.数值结果表明该算法对求解无约束光滑问题是有效的.
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考虑下列无约束问题:

min
x∈Rn

f(x) (1)

其中f:Rn →R二次连续可导.求解此类问题的方法有很多,共轭梯度法就是其中一类.PRP方法是共轭

梯度法中最有效的方法之一[1-2],其公式为
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其中

βPRP
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此方法数值表现很出色,但理论结果不是很理想.
有学者认为该方法收敛性不好的原因在于βPRP

k <0可能发生,另一个原因在于不具有充分下降性.对

此Zhang[3]提出了一种3项共轭梯度公式:
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该算法弥补了原算法自动下降性上的不足,但它不具备信赖域性质.Wei等[4]提出了一个新的公式:
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其中
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容易得到
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可见βWYL
k ≥0,解决了βPRP

k 可能小于0的问题,并且在收敛性和数值结果方面都有一定的提升.基于以上方

法,很多学者对此作了相应的研究 [5-12].本文在已有研究基础上给出了一个新的搜索方向,此搜索方向自

动具有充分下降性和信赖域特征.

1 动机和算法

本文给出如下改进的搜索方向:
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此搜索方向不仅具有充分下降性,而且还有信赖域特征.
本文的算法步骤如下:
算法1(改进的PRP算法)

Step0:给定x0 ∈Rn,ε∈ (0,1),δ∈ (0,
1
2
),δ1∈ (0,δ),σ∈ (δ,1),c1,c2∈ (0,1).令

d1= -g1= -▽f(x1),k:=1.
Step1:如果 ‖gk‖ ≤ε,则停止;否则进行Step2.
Step2:通过 MWWP线搜索[13]:

f(xk +αkdk)≤fk +δαkgT
kdk +αk min(-δ1gT

kdk,δ
αk

2‖dk‖2) (5)

g(xk +αkdk)Tdk ≥σgT
kdk +min(-δ1gT

kdk,δαk‖dk‖2) (6)
计算步长αk.
Step3:令xk+1=xk +αkdk.
Step4:若 ‖gk+1‖ ≤ε,则停止;否则进行Step5.
Step5:由式(4)计算搜索方向dk+1.
Step6:令k:=k+1,返回Step2.
注  (5)和(6)式是文献[13]中提出的一种修正的 WWP线搜索,该线搜索技术保证了BFGS和PRP

对一般函数的全局收敛性,并且在数值结果方面表现良好,所以本文采用此技术.

2 收敛性分析

引理1 由式(4)的定义搜索方向满足如下性质:

gT
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  证  
1)当k=0时,d0=-g0,性质显然成立.
2)当k≥1时,
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故性质(7)成立.以下验证性质(8),
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综上所述,性质(7),(8)成立.证毕.
为了分析算法的全局收敛性,给出如下假设:
假设1 (A)水平集L0= x|f(x)≤f(x0){ } 有界.
(B)设目标函数f(x)两次连续可微且下方有界,梯度函数g(x)满足Lipschitz连续且系数L>0,即

‖g(x)-g(y)‖ ≤L‖x-y‖   x,y∈Rn (9)

  定理1 令{xk,αk,dk,gk}由算法1给出,且假设1成立,有

∑
∞

k=0

(gT
kdk)2

‖dk‖2
< ∞ (10)

  证  由 MWWP线搜索和假设1(B)可知,

f(xk)-f(xk +αkdk)≥-δαkg(xk)Tdk -αkmin[-δ1g(xk)Tdk,δ
αk

2‖dk‖2]≥

-(δ-δ1)αkg(xk)Tdk

对不等式两边从k=0到 ∞ 求和并结合假设1(B),可知

∑
∞

k=0

(-αkgT
kdk)< ∞

即得

lim
k→∞
(-αkgT

kdk)=0

利用性质(7)得

lim
k→∞
(αk‖gk‖2)=0 (11)

通过 MWWP线搜索以及式(9)和(7),可得

αkL‖dk‖2 ≥ (gk+1-gk)Tdk ≥
-(σ-δ)gT

kdk +min[-δ1g(xk)Tdk,δαk‖dk‖2]≥
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因此
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≥
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=c″ (12)

其中
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将不等式(12)代入到(11)式,得到(10)式,原命题成立.证毕.

3 数值结果

本节为数值实验的结果分析,算法 MPRP中具有固定初始点的测试函数 [14],数值实验中,所有代码

均为 Matlab语言,测试环境是惠普笔记本电脑,CPU为InterPentium(R)Dual-CoreE58003.2GHz,操

作系统为 Window7.
算法1中参数设定为δ=0.1,δ1=0.05,σ=0.9,c1=0.3,c2=0.5,实验的终止条件是‖gk‖≤

10-5.数值结果见表1,其中n 表示问题的维数,I表示实验中的迭代次数,T 表示函数值和梯度值的计算

总次数.
表1 数值结果

算法
MPRP

n/维 I/次 T/次

PRP
n/维 I/次 T/次

ExtendedFreudenstein&RothFunction 6000 21 57 6000 45 128

15000 21 61 15000 271 773

ExtendedTrigonometricFunction 6000 81 176 6000 60 134

15000 85 186 15000 63 142

ExtendedRosenbrockFunction 6000 106 353 6000 46 125

15000 77 231 15000 1000 2841

ExtendedWhite&Holstfunction 6000 64 197 6000 501 1427

15000 70 236 15000 389 1115

ExtendedBealeFunctIonU63(MatrixRom) 6000 26 71 6000 457 1293

15000 25 71 15000 507 1435

ExtendedPenaltyFunction 6000 114 250 6000 82 187

15000 128 280 15000 92 209

PerturbedQuadraticfunction 6000 1000 2002 6000 1000 2808

15000 1000 2002 15000 1000 2811

Raydan1Function 6000 23 51 6000 20 49

15000 23 51 15000 20 49

Raydan2Function 6000 12 26 6000 6 14

15000 12 26 15000 6 14

Diagonal1Function 6000 2 13 6000 2 13

15000 2 13 15000 2 13

Diagonal2Function 6000 66 153 6000 62 216

15000 14 50 15000 21 86

Diagonal3Function 6000 17 36 6000 20 46

15000 17 36 15000 20 46

HagerFunction 6000 19 46 6000 14 33

15000 2 13 15000 2 13
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续表1 

算法
MPRP

n/维 I/次 T/次

PRP
n/维 I/次 T/次

Generalize-dTridiagonal-1Functi-on 6000 6 15 6000 5 13

15000 5 15 15000 5 13

ExtendedTridiagonal-1Function 6000 40 104 6000 1000 2830

15000 46 127 15000 1000 2827

ExtendedThreeExponentialTerms 6000 21 44 6000 35 73

15000 24 50 15000 20 42

Generalize-dTridiago-nal-2 6000 50 104 6000 39 114

15000 49 102 15000 31 84

Diagonal4Function 6000 5 17 6000 363 1023

15000 5 17 15000 383 1081

Diagonal5Function(MatrixRom) 6000 3 9 6000 3 10

15000 3 9 15000 3 10

ExtendedHimmelbla-uFunction 6000 20 61 6000 55 114

15000 26 67 15000 62 128

Generalize-dPSC1Function 6000 32 73 6000 24 57

15000 34 77 15000 24 57

ExtendedPSC1Function 6000 10 75 6000 7 51

15000 10 75 15000 7 51

ExtendedPowell 6000 144 440 6000 1000 2826

15000 409 1376 15000 1000 2818

ExtendedBlockDiagonalBD1Function 6000 70 232 6000 8 85

15000 53 152 15000 34 148

ExtendedMaratosFunction 6000 38 76 6000 32 64

15000 19 40 15000 49 100

ExtendedCliff 6000 106 230 6000 83 184

15000 89 198 15000 72 165

QuadraticDiagonalPerturbedFunction 6000 47 156 6000 1000 2820

15000 63 215 15000 1000 2827

ExtendedWoodFunction 6000 45 109 6000 43 119

15000 44 109 15000 46 127

ExtendedHiebertFunction 6000 29 92 6000 1000 483

15000 29 92 15000 1000 2829

QuadraticFunctionQF1 6000 1000 2002 6000 1000 2823

15000 1000 2002 15000 1000 2820

ExtendedQuadraticPenaltyQP1Function 6000 41 90 6000 29 66

15000 42 92 15000 31 70
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续表1 

算法
MPRP

n/维 I/次 T/次

PRP
n/维 I/次 T/次

ExtendedQuadraticPenaltyQP2Function 6000 71 146 6000 54 112

15000 39 84 15000 26 61

AQuadraticFunctionQF2 6000 3 7 6000 3 7

15000 2 5 15000 2 5

ExtendedEP1Function 6000 5 10 6000 5 11

15000 7 14 15000 5 10

ExtendedTridiagonal-2Function 6000 16 32 6000 12 24

15000 23 46 15000 20 40

BDQRTIC(CUTE) 6000 17 64 6000 723 2073

15000 38 108 15000 953 2742

TRIDIA(CUTE) 6000 1000 2015 6000 1000 2853

15000 1000 2003 15000 1000 2869

ARWHEAD(CUTE) 6000 16 40 6000 727 2055

15000 11 29 15000 668 1883

NONDIA(Shanno-78)(CUTE) 6000 27 54 6000 7 15

15000 29 58 15000 8 17

NONDQUAR(CUTE) 6000 1000 2157 6000 1000 2858

15000 1000 2221 15000 1000 2924

DQDRTIC(CUTE) 6000 43 106 6000 521 1475

15000 34 82 15000 291 821

EG2(CUTE) 6000 4 33 6000 12 55

15000 4 33 15000 7 31

DIXMAANA(CUTE) 6000 23 50 6000 16 36

15000 24 52 15000 17 38

DIXMAANB(CUTE) 6000 39 82 6000 21 46

15000 41 86 15000 22 48

DIXMAANC(CUTE) 6000 69 142 6000 55 114

15000 72 148 15000 58 120

DIXMAANE(CUTE) 6000 249 509 6000 176 510

15000 781 1573 15000 298 874

PartialPerturbedQuadratic 6000 80 178 6000 77 209

15000 93 217 15000 286 789

BroydenTridiagonal 6000 38 92 6000 43 111

15000 56 115 15000 32 91

AlmostPerturbedQuadratic 6000 1000 2002 6000 1000 2826

15000 1000 2002 15000 1000 2813
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续表1 

算法
MPRP

n/维 I/次 T/次

PRP
n/维 I/次 T/次

TridiagonalPerturbedQuadratic 6000 1000 2002 6000 1000 2837

15000 1000 2002 15000 1000 2811

EDENSCHFunction(CUTE) 6000 23 48 6000 14 30

15000 23 48 15000 14 30

VARDIMFunction(CUTE) 6000 171 374 6000 123 278

15000 187 408 15000 135 304

STAIRCASES1 6000 1000 2009 6000 1000 2837

15000 1000 2044 15000 1000 2824

LIARWHD(CUTE) 6000 59 173 6000 251 713

15000 46 120 15000 1000 2819

DIAGONAL6 6000 22 46 6000 8 19

15000 23 48 15000 8 19

DIXON3DQ(CUTE) 6000 1000 2003 6000 1000 2868

15000 1000 2003 15000 1000 2871

DIXMAANF(CUTE) 6000 72 150 6000 58 162

15000 81 168 15000 84 239

DIXMAANG(CUTE) 6000 142 297 6000 189 542

15000 129 275 15000 240 697

DIXMAANH (CUTE) 6000 78 165 6000 61 166

15000 87 183 15000 70 197

DIXMAANI(CUTE) 6000 331 683 6000 188 550

15000 551 1113 15000 171 494

DIXMAANJ(CUTE) 6000 71 148 6000 64 182

15000 81 168 15000 72 204

DIXMAANK(CUTE) 6000 108 228 6000 150 432

15000 120 252 15000 166 473

DIXMAANL(CUTE) 6000 1000 2006 6000 287 832

15000 1000 2006 15000 529 1476

DIXMAAND(CUTE) 6000 27 60 6000 28 63

15000 27 60 15000 29 65

ENGVAL1(CUTE) 6000 41 86 6000 39 82

15000 41 86 15000 39 80

FLETCHCR(CUTE) 6000 1000 2022 6000 3 265

15000 1000 2022 15000 5 7

COSINE(CUTE) 6000 22 157 6000 5 35

15000 23 118 15000 5 43
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续表1 

算法
MPRP

n/维 I/次 T/次

PRP
n/维 I/次 T/次

ExtendedDENSCHNB(CUTE) 6000 36 74 6000 18 38

15000 38 78 15000 19 40

ExtendedDENSCHNF(CUTE) 6000 38 81 6000 63 131

15000 39 83 15000 65 135

SINQUAD(CUTE) 6000 34 119 6000 119 332

15000 41 133 15000 663 1859

BIGGSB1(CUTE) 6000 1000 2001 6000 1000 2844

15000 1000 2001 15000 1000 2840

PartialPerturbedQuadraticPPQ2 6000 610 1972 6000 1000 2812

15000 657 2076 15000 1000 2828

ScaledQuadraticSQ1 6000 1000 2002 6000 1000 2828

15000 1000 2002 15000 1000 2813

ScaledQuadraticSQ2 6000 1000 2002 6000 1000 2798

15000 1000 2002 15000 1000 2797

图1 算法 MPRP与算法PRP的性能图(Totle2)

  从表1可以看出,算法MPRP在计算维数相同的

条件下,计算出结果所需要的迭代次数较少,且能有

效求解.
为了分析算法的性能,利用文献[15]的技术比较

MPRP算法与PRP算法关于函数值和梯度值的计算

总次数的性能图(图1).由图1可以看出,MPRP具

有更好的数值表现.

4 结 语

本文基于文献[13]的思路,运用了一种改进的

WWP搜索方向技术求解无约束问题.在一定的条件

下,证明了算法 MPRP的下降性、全局收敛性等性

质,实验结果也表明该算法是可行的.
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AModifiedPolak-Ribière-PolyakConjugate
GradientAlgorithmforSmoothConvexPrograms

LIChun-nian, YUANGong-lin
CollegeofMathematicsandInformationScience,GuangxiUniversity,Nanning530004,China

Abstract:Inthispaper,amodifiedPRPconjugategradientalgorithmisproposed.Thesearchdirectionof
thisalgorithmbelongstoatrustregionautomatically,anditssearchdirectionpossessesdescentproperty.
Undersuitableconditions,themethodownsglobalconvergence.Someelementarynumericalexperiments
indicatethatthepresentedmethodiseffectiveforunconstrainedsmoothproblems.
Keywords:conjugategradientalgorithm;descentproperty;globalconvergence
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