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耦合Schrödinger-KdV方程的高阶保能量方法①

陈宵玮, 孙建强, 王一帆

海南大学 信息科学技术学院,海口570228

摘要:耦合Schrödinger-KdV方程具有能量守恒特性.基于四阶平均向量场方法和傅里叶拟谱方法构造了耦合

Schrödinger-KdV方程的高阶保能量格式,并用新格式数值模拟孤立波的行为.结果表明新的高阶格式能较好地模

拟耦合Schrödinger-KdV方程孤立波的演化行为,且精确地保持方程的离散能量守恒特性.
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非线性现象在应用数学和物理中是一种常见的动力学行为,可以通过很多耦合偏微分方程来描述,如

KdV-mKdV 方 程、KdV-ZK 方 程、KdV-Burger 方 程 和 耦 合 Schrödinger-KdV 方 程 等[1].耦 合

Schrödinger-KdV方程 是 描 述 振 动 的 电 场 和 低 频 密 度 场 扰 动 相 互 作 用 的 物 理 过 程.一 般 的 耦 合

Schrödinger-KdV方程可表示为
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设初始条件为N(x,0)=N0(x),E(x,0)=E0(x),x∈R,t>0,ε>0为常数.方程(1)具有如下能量

守恒特性:
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其中I(0)为常数.
在计算机模拟过程中,设计尽可能保持微分方程能量守恒特性的数值格式对于精确地模拟微分方程的

运动具有重要的意义[2].保持微分方程结构特性的数值算法已成为计算数学的一个重要部分.1984年,在

北京举办的国际微分方程与微分几何会议上,冯康院士作了题为“差分格式与辛几何”的报告,首次系统地

提出了保辛结构的辛几何算法[3-5].后来Bridges和Reich等人在辛几何算法的基础上提出偏微分方程的多

辛算法[6-7].1999年Quispel和 McLachlan等人提出了二阶平均向量场方法,广泛应用于偏微分方程的计

算[8-10],最近Celledoin等又提出了在时间方向上具有高阶精度的高阶保能量格式[11].
本文利用高阶平均向量场方法求解耦合Schrödinger-KdV方程.首先介绍高阶平均向量场方法,然后

利用四阶平均向量场方法和傅里叶拟谱方法对耦合Schrödinger-KdV方程进行离散,从而得到其方程的高

阶保能量格式,再对方程在不同初始条件下进行数值模拟,得出结论.
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1 耦合Schrödinger-KdV方程的保能量方法

1.1 高阶平均向量场方法

设u 是关于(x,t)的函数,方程(1)可以转化成如下的无限维哈密尔顿系统

du
dt=DδH[u]

δu
(2)

其中D 是一个斜伴随算子

H[u]=∫Ω
H(x;u,ux,uxx,…)dx

H[u]的变分可以表示为
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将方程(2)在空间方向用拟谱方法或差分方法数值离散后可转化成有限维哈密尔顿系统

dU
dt=f(U)=S∇H(U) (3)

其中:S 是斜对称矩阵,H(U)是哈密尔顿函数,U=[u0,u1,…,ui,…,uN-1],ui 为u(x,t)在点xi 的

值.将高阶平均向量场方法应用于(3)式,可得
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其中:Ui 表示向量U 的第i个分量,fi
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,fi=

dui

dt
,δj

i 是克罗内克符号,α 为常数.当α=0时,(4)

式具有二阶精度;当α=-
1
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时,(4)式具有四阶精度.方程(4)可写成矩阵向量的形式
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将(3)式中f(U)代入(5)式,可得到
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再应用积分基本定理,可得到
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从而有

H(Un+1)=H(Un) (6)
由(6)式可知,四阶平均向量场格式(5)在时间层上能保持哈密尔顿系统(3)的能量守恒.
1.2 耦合Schrödinger-KdV方程的高阶保能量格式

设E(x,t)=p(x,t)+q(x,t)i,耦合Schrödinger-KdV方程等价于
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方程(7)可以表示成无限维哈密尔顿系统

dz
dt=JδH(z)

δz
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其中:z=(p,N,q)',∂x 为一阶偏导数,相应的哈密尔顿函数为

H(z)=∫Ω3((px)2+(qx)2)+(p2+q2)N +
N3

3 -
(Nx)

2

2 dx

对无限维哈密尔顿系统(8)在空间方向用拟谱方法进行离散.

令xj(j=1,2,…,N1),tk(k=1,2,…,N2)为x0,xN1 ×t0,tN2 内正规网格点.设Ω=[a,

b],L=b-a.将Ω 分为N 等份,N 为偶数,τ=
L
N

是空间步长,则可以用xj =a+τj,j=0,1,…,N -

1表示空间网格点.令pj,Nj,qj 分别是p(x,t),N(x,t),q(x,t)在xj 处的近似,定义

SN = gj(x):-
N
2 ≤j≤

N
2-1{ }

为插值空间,其中gj(x)是满足gj(xi)=δi
j 的正交三角多项式,gj(x)可表示成
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对函数N(x,t)∈C0(Ω),定义插值算子IN 为

INN(x,t)=∑
N-1

l=0
Nlgl(x)

对于插值算子,在配置点xj 满足
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由计算可得
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同理可得
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其中D1 和D2 分别是一阶谱矩阵和二阶谱矩阵,对于三阶偏导算子∂xxx 可用谱微分矩阵D1D2 近似离散,
从而可得到方程(1)的半离散拟谱格式
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其中:A=D1D2,di,j 是矩阵D1 第i行第j列的元素.方程(9)-(11)可写成有限维哈密尔顿系统
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其中:Z=[PT,nT,QT]T,I是N ×N 单位矩阵,相应的哈密尔顿函数为

H(Z)=∑
N-1

i=0
(p2

i +q2i)Ni+
N3

i

3
æ

è
ç

ö

ø
÷-3(PTD2P+QTD2Q)+

1
2
(nTD2n) (12)

用四阶平均向量场方法离散(12)式,有
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其中E,F,G,H
∧

分别为如下N ×N 阶对角矩阵
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方程(13)等价于
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则(14)式可以写成

ε
pn+1

i -pn
i

τ =F1
i -

τ2

12∑
N-1

j=0

(d
∧
i,jF1

j +k
∧
i,jF2

j +i
∧
i,jF3

j)

Nn+1
i -Nn

i

τ =F2
i -

τ2

12∑
N-1

j=0

(b
∧
i,jF1

j +a
∧
i,jF2

j +c
∧
i,jF3

j)

ε
qn+1

i -qn
i

τ =F3
i -

τ2

12∑
N-1

j=0

(f
∧
i,jF1

j +e
∧
i,jF2

j +g
∧
i,jF3

j)

其中:i=1,2,…,N -1;d
∧
i,j,k

∧
i,j,i

∧
i,j,b

∧
i,j,a

∧
i,j,c

∧
i,j,f

∧
i,j,e

∧
i,j,g

∧
i,j 分别表示矩阵D

∧,K
∧,I

∧,B
∧,A

∧,C
∧,F

∧,E
∧,G

∧

的第i行第j列元素.

F1
i =∑

N-1

j=0

qn+1
j Nn+1

j +qn
jN

n
j +

qn+1
j Nn

j +qn
jN

n+1
j

2
6 - D2

3(Qn+1+Qn)
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

i

F2
i =-∑

N-1

j=0
di,j

(Nn+1
j
)2+Nn+1

j Nn
j +(Nn

j
)2

6 +(pn+1
j )2+pn+1

j pn
j +(pn

j)2+(qn+1
j )2+qn+1

j qn
j +(qn

j)2
æ

è
ç

ö

ø
÷-

Ann+1+nn

4
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

F3
i =∑

N-1

j=0

pn+1
j Nn+1

j +pn
jN

n
j +

pn+1
j Nn

j +pn
jN

n+1
j

2
6 + D2

3(Pn+1+Pn)
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

i

2 数值模拟

为了验证格式保能量守恒特性,定义能量误差

RE(t)=|H(Zn)-H(Z0)|
其中
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定义数值解与精确解的最大模误差为
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方程(1)具有精确解
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N(x,t)=-
9
5αsech
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2.1 数值模拟1

取-150<x<150,ε=1,α=0.45,ξ=
α
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x.文献[1]对二阶保能量格式的L∞ 误差做了分析.

参照文献[1],表1表示方程(1)中N 在t=3时的二阶和高阶保能量格式的L∞ 误差和收敛阶,从表1可以

看出高阶保能量格式的精度明显高于二阶保能量格式的精度,并在时间方向上具有四阶精度.
表1 二阶和高阶保能量格式的L∞ 误差和收敛阶比较

t=3 2-orderscheme ratio 4-orderscheme ratio

τ=0.06 4.0382×10-6 - 5.3903×10-10 -

τ=0.05 2.8044×10-6 1.9998 2.6469×10-10 3.9009

τ=0.04 1.7948×10-6 2.0000 1.0835×10-10 4.0028

τ=0.03 1.0096×10-6 1.9999 3.4426×10-11 3.9855

  设方程(1)初始条件为
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6
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取x 周期边界条件E(-30,t)=E(30,t),N=400,L=60,τ=0.005,dx=0.5.图1和图2分别表示在

t∈[0,2]内解的演化行为,图3表示方程(1)的能量误差随时间的变化,能量误差可忽略不计.高阶保能量

方法能够有效地模拟方程孤立波的行为,并保持方程的能量守恒.

图1 |E|在t∈[0,2]内的数值解 图2 N 在t∈[0,2]内的数值解

2.2 数值模拟2
设方程(1)的初始条件为

E0(x)=eiθ(- 2(2c2±δ)+62c2sech2(c2ξ))

N0(x)=-
1
3
(γ+6c2±δ)+6c2sech2(c2ξ)

其中:ξ=x,θ=γx,δ= 2c1c3+4c22,c1=c3=0,c2=0.01,γ=0.1,x 周期边界条件E(-30,t)=
E(30,t),取N =100,L=60,τ=0.01,dx=0.25.图4和图5表示在t∈[0,3]内解的演化行为,图6
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表示能量误差随时间的变化过程,能量误差可忽略不计.同样可知,高阶保能量方法能够有效地模拟方程

孤立波的演化行为,并保持方程的离散能量守恒.

图3 数值解在t∈[0,2]内能量误差变化 图4 |E|在t∈[0,3]的数值解

图5 N在t∈[0,3]内的数值解 图6 数值解在t∈[0,3]内能量误差变化

3 小 结

本文用四阶平均向量场方法和傅里叶拟谱方法构造出耦合Schrödinger-KdV方程的高阶保能量格式,
再通过在不同初值条件下数值模拟方程孤立波的行为并分析格式的保能量守恒特性得到新的高阶保能量格

式.新格式能很好地模拟耦合Schrödinger-KdV方程孤立波的演化行为,并且可以精确地保持方程的离散

能量特性,高阶平均向量场方法在数值模拟能量守恒特性的偏微分方程中具有显著的优势.
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AHigh-OrderEnergyPreservingMethod
fortheCoupledSchrödinger-KdVEquation

CHENXiao-wei, SUNJian-qiang, WANGYi-fan
CollegeofInformationScienceandTechnology,HainanUniversity,Haikou570228,China

Abstract:ThecoupledSchrödinger-KdVequationhastheenergyconservationproperty.Ahigh-orderener-

gypreservingschemeofthecoupledSchrödinger-KdVequationisobtainedwiththefourth-orderaverage
vectorfieldmethodandtheFourierpseudo-spectrummethod,andthebehaviorofthesolitarywaveissim-
ulatedwiththenewformat.Numericalresultsshowthatthenewschemecanwellsimulatetheevolutionof
thebehaviorsofthecoupledequationandexactlypreservethediscreteenergyconservationpropertyofthe
equation.
Keywords:coupledSchrödinger-KdVequation;high-orderaveragevectorfieldmethod;energy-preserving

method
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