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单群PSL2(7)的特征性质及其初等证明①
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摘要:群的阶、谱及素图是有限群研究的基本工具.利用有限群的数量性质(如群的阶,元素的阶,素图等)来研究

群的结构和性质是有限群研究的热点问题.施武杰教授率先提出用纯数量来刻画有限单群,即利用“两阶”来刻画

有限单群,并提出了著名的施武杰猜想.目前,该猜想已经完全被解决.然而,回顾以往的工作,作者大多运用了单

群的分类定理.尝试不用单群分类定理,仅利用谱来刻画有限单群PSL2(7),用初等方法证明了G≅PSL2(7)当且

仅当πe(G)= {1,2,3,4,7}.
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本文所涉及的群均指有限群.设G 是一个群,我们用π(G)表示|G|的所有素因子集合,用πe(G)表
示G 中所有元素阶的集合(又称为群G 的谱).设H 为任一满足πe(H)=πe(G)的有限群.若H 与G 同构,
则我们称G 是可以用谱刻画的.

根据施武杰教授的一个注记[1],含有非平凡正规可解子群的有限群是无法用谱刻画的,也就是说,存

在无数多个与G 的谱相同但是不同构的群.因此,谱刻画的问题只是针对含有平凡可解剩余类的有限群,
尤其是单群和几乎单群.最早利用谱刻画有限单群的是施武杰教授,他在文献[2]中证明了最小的非交换单

群,即5阶交错群A5,是可以用谱刻画的:即G≅A5 当且仅当πe(G)={1,2,3,4,7}.后来人们对于一

系列的单群进行了谱刻画,取得了很多结果(可见文献[3-9]).
利用πe(G),我们可以定义素图Γ(G)如下[10]:图的顶点为π(G)中的元素,两个顶点相连当且仅当两

顶点的乘积包含在πe(G)中.显然,Γ(G)被πe(G)唯一确定,即,若谱相同,则其素图亦相同.因而素图刻

画与谱刻画是紧密联系的.事实上,如果一个有限群是可以用素图刻画的,那么它一定是可以用谱刻画的,
反之并不成立.
2005年,文献[11]首次提出了有限群的素图度数型这个概念,即OD 刻画,从此群论学者开始利用群

的阶及其素图度数型来刻画单群,例如,文献[12]对单群L5(q)应用了 OD 刻画.
我们称G 为质幂元群,如果它的元素的阶均为素数幂.有限群元素的阶是有限群的一个基本算术

量,通过这个量获取有限群的性质是有限群的一个重要课题.在以前的工作中,作者大多运用了单群的

分类定理.不用单群分类定理刻画有限单群是有意义的工作.文献[13]用初等方法证明了G ≅A5 当且

仅当πe(G)= {1,p,q,r},其中p,q,r是两两不等的素数.本文我们给出单群PSL2(7)的特征性质,并

给出初等证明,即下面的定理:
定理1 设G 是有限群,则πe(G)=πe(PSL2(7))={1,2,3,4,7}当且仅当G ≅PSL2(7).
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这也是文献[13]中问题2的前部分.
引理1[14,定理1] 设G 是有限可解群,若G 的元素的阶为素数幂,那么|π(G)|≤2.
引理2[15,引理4] 设 H 是群,且N 是其正规p 子群.假设H/N =A∶B 是一个Frobenius群,p 不整

除|A|,且A 以自然的方式非平凡地作用在N 上.则对于任意的m ∈πe(B),有pm ∈πe(H).
定理1的证明

充分性易证,只需证明必要性.设G 是一个极小阶反例.我们用Pr 表示G 的Sylowr 子群.
由引理1,G 是非可解群.设N 为G 的极大可解正规子群,H/N 为G/N 的极小正规子群,则H/N 为

单群.设G=G/N.
由Burnsidepaqb 定理,πe(H)={1,2,3,7}或πe(H)={1,2,3,4,7}.
若πe(H)= {1,2,3,7},由于G是质幂元群,由引理1,我们得到|π(N)|≤2.我们证明|π(N)|=1.否

则,|π(N)|=2.则存在s∈π(G)-π(N).由于G 是质幂元群,故NPs 是以N 为核的Frobenius群.因

此,p1p2 ∈πe(N),其中pi ∈π(N),p1 ≠p2.这与G 是质幂元群矛盾.因此,|π(N)|=1.于是N 是

r 群,其中r是素数.我们证明r=2.否则,取H 的Sylow2 子群H2.由于G 是质幂元群,我们得到NH2

是以 H2 为补的Frobenius群.由文献[16]的定理10.3.1,H2 循环或为广义四元数群.但注意到πe(H)=
{1,2,3,7},我们可得 H2 ≅C2,这与 H 是单群矛盾.这样我们证明了r=2.

设Qi 是H 的Sylowi 子群,其中i是素数.则Q2 初等交换.此时容易证明|Q3|=3,|Q7|=7.由

于πe(H)={1,2,3,7}且H 是单群,我们得 H∶NH Q2( ) ≥5.若NH(Q2)=Q2,由Burnside正规补

定理,H 有正规2 补,这与H 是单群矛盾.因此,|H∶NH(Q2)|=7.由此得,H/(NH(Q2))H ≤S7.由

H 是单群,则 NH Q2( )( ) H =1且 H ≤S7.注意到,H 是单群,所以 H ≤A7.进而 H ≤23·3·7,因

此 H ≅PSL2(7).但此时4∈πe(H),矛盾.
若πe(H)= {1,2,3,4,7}.首先,假设N ≠1.由G 是极小阶反例,我们可以得到H ≅PSL2(7).

由于 N 可解,所以|π(N)|≤2.同理,我们得到|π(N)|=1.无妨设 N 是p 群.如果p=3或p=
7,则S2 ∈Syl2(H)是循环群或广义四元数群,这与 H ≅PSL2(7)矛盾.因此p=2,N 是2 群.由于

PSL2(7)含有Frobenius子群C7∶C3,由引理2,G 有6阶元,矛盾.
因此,N =1,H ≅PSL2(7).
由于 H 是G 的正规子群,那么G/CG(H)≤PGL2(7).因G 是质幂元群,所以CG(H)=1.因此G ≤

PGL2(7).由于PSL2(7)≤G,我们有G=PGL2(7)或G=PSL2(7).
若G=PGL2(7),则6∈πe(G),矛盾.因此G≅PSL2(7),但这与极小阶反例矛盾.这就证明了G≅

PSL2(7).
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ACharacteristicofSimpleGroups
PSL2(7)andItsElementaryProof

JIANGQin-hui, CHENZhao-ying, LIKe-feng
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Abstract:Theorder,thespectrumandtheprimegraphofagrouparethebasicmethodsinthestudyoffinite
groups.Itisahottopictoinvestigatefinitegroupsbyusingthearithmeticproperties(suchasgrouporder,the
elementordersandprimegraph)ofagroup.ProfessorWJShiwasthefirsttoproposetocharacterizefinite
simplegroupsbygrouporderandelementorders.Healsoproposedafamousconjecturenamed“WJShiCon-
jecture”,whichhasbeensolveduptonow.However,mostoftheresearchersusedthe“ClassificationofFi-
niteSimpleGroups”.Inthispaper,wetrycharacterizingthefinitesimplegroupPSL2(7)withoutusingthe
“ClassificationofFiniteSimpleGroups”.Instead,weshowbyanelementaryproofthatG≅PSL2(7)ifand
onlyifπe(G)={1,2,3,4,7}.
Keywords:finitegroup;elementorder;Burnsidenormalcomplement
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