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元素个数不大于5的次直积不可约带①

王 洁, 王正攀
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摘要:利用加细半格作为主要工具,从半群的元素个数和半群的半格结构入手,给出了元素个数不大于5的次直

积不可约带的一个分类,证明了这样的互不同构的次直积不可约带仅有13种.
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众所周知,一个半群是次直积不可约的当且仅当其上存在最小非平凡同余.据文献[1]的推论

VI.5.3,正规带簇中的次直积不可约成员只有5个,分别为L2,R2,Y2,L0
2 和R0

2.而在带簇的真子簇格中,
几乎覆盖正规带簇的正则带簇,其次直积不可约成员有无限多个,且存在元素个数无限的次直积不可约正

则带.所以,即使在正则带簇中,找遍所有互不同构的次直积不可约成员也是困难的.本文将找出元素个数

不超过5的所有次直积不可约带.
令X 为非空集合,记εX 为X 上的相等关系,ωX 为X 上的泛关系.令S为半群.S的对偶是指集合S上

如下定义的运算􀳱所确定的半群:对任意a,b∈S,a􀳱b=ba,其中ba按半群S 中的乘法作运算.通常记

S 的对偶半群为S*.不难看出,半群S 和S* 同时次直积不可约或同时次直积可约.文献[2]构造了以下两

个非正则带,我们分别记其为E1 和E2(图1):

图1 两个正则带
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并证明了:

引理1 带B 是正则的当且仅当B 中没有形如E1,E2,E*
1 和E*

2 的子带.
直接验证可得,ω{b,c}∪εE1

是E1上的最小非平凡同余,因此,E1是次直积不可约的[3].不难看出,E1

的结构半格为Y2.由引理1知,同构的意义下,元素个数不超过5的带除E1 和E*
1 外均是正则的.文中未

介绍的术语符号及未提供证明的事实请读者参见文献[1,4-5].
据文献[6],有:

引理2 令S 为半群.则S1 和S,S0 和S 均同时次直积不可约或同时次直积可约.
由文献[1]可知,任意正则带都是一左正则带和一右正则带的次直积.注意到,每一右正则带均是某左

正则带的对偶.为研究次直积不可约的正则带,我们仅需研究次直积不可约的左正则带.令L为次直积不可

约左正则带,据文献[5,7],L 可记为[Y;Lα,ρα,β,ϕα,β].由文献[5]的引理1.3知,L 的结构半格Y 必含

零元,记其为θ.据文献[5],有以下两条引理:

引理3 对任意α∈Y-{θ},有ρα,θ ≠ωLθ
.

引理4 对任意α∈Y,若ρα,θ =εLθ
,则|∪

δ≥α
Lδ|=1.

由文献[5]的定理2.16,我们可构造结构半格为Y2 的另一5元次直积不可约(左正则)带,记其为F,

其乘法表如图2:

图2 乘法表

引理5 对任意α∈Y-{θ},ρ=ρα,θ ∪εL 是L 上的同余.
证  易见ρ是L 上的等价关系.又因Lθ 是左零半群,为证ρ是L 上的同余,只需证ρ左相容.任取

(x,y)∈ρ,a∈Lβ,则有ax=aϕx
β,θ,ay=aϕy

β,θ.当(x,y)∈εL 时显然相容.现假设(x,y)∈ρα,θ.
则ρα,θ ∪ρβ,θ ⊆ραβ,θ.由关系映射的定义知

(ax,ay)=(aϕx
β,θ,aϕy

β,θ)∈ραβ,θ

于是由文献[5]的引理1.5􀃢 知,对任意满足αβ≥γ 的α,β,γ∈Y,a∈Lα,c∈Lγ,存在c'∈Lγ,

使得

aϕα,γ ∩cραβ,γ ⊆c'ρβ,γ

可得(ax,ay)∈ρα,θ.因此,ρ=ρα,θ ∪εL 是L 上的同余.
下面给出本文的主要结论.
定理1 在同构的意义下,元素个数不大于5的次直积不可约带仅有以下13个:

L2,R2,Y2,L0
2,R0

2,L1
2,R1

2,L1,0
2 ,R1,0

2 ,E1,E*
1 ,F,F*

  证 据引理2及前述讨论,上列13个带均次直积不可约.由引理1知,同构的意义下,元素个数不大

于5的非正则带仅有E1和E*
1 .因此,我们仅需考虑正则的次直积不可约带,进而仅需考虑左正则的次直积

不可约带.即证,元素个数不大于5的次直积不可约左正则带仅有以下6个:

L2,Y2,L0
2,L1

2,L1,0
2 ,F
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注意到这6个带的结构半格均是链,据引理3和文献[5]的引理1.5,结构半格是链,不含零元,不含单位

元且元素个数不大于5的次直积不可约左正则带仅有L2 和F.从而由引理2,结构半格是链且元素个数不

大于5的次直积不可约左正则带仅有上述6个.因此,我们仅需证明不存在结构半格非链而元素个数不大

于5的次直积不可约的左正则带.为此,令L=[Y;Lα,ρα,β,ϕα,β]为左正则次直积不可约带,θ为其结构

半格Y 的零元,且|L|≤5.若L 只含3个元素,则L 必为半格.据文献[1],次直积不可约的半格仅有Y2,

因此不可能.以下分情况讨论:

情形1 |L|=4.
若L 含零元,据引理2,L 去掉零元后依然次直积不可约.因此,L 去掉零元后所得带的结构半格依然

不是链,据前述情形,也不可能.若L 不含零元,则L 只能有如图3所示的半格分解:

图3 |L|=4时L 的半格分解

由引理3和文献[5]的引理1.5􀃢,这种情形也不可能.
情形2 |L|=5.
类似地,只可能有如图4所示的4种半格分解:

图4 |L|=5时L 的4种半格分解

又由引理3和文献[5]的引理1.5􀃢,前3种分解依然不可能.关于第4种情形,假设d 和e所在的

L 类分别为Lα 和Lβ,由引理3和文献[5]的引理1.5􀃢,ρα,θ 和ρβ,θ 均既不是Lθ = {a,b,c}上

的泛关系也不是其上的相等关系.再据文献[5]的引理1.5􀃢 和关系映射的定义,ρα,θ 和ρβ,θ 不同,

从而由引理5知,L 上存在两个非平凡同余ρα,θ ∪εL 和ρβ,θ ∪εL,它们的交为相等关系,这与L 次

直积不可约矛盾.
关于含元素个数更多的次直积不可约带,我们将结合逻辑推理与计算机编程的方法,进一步寻找.

3第10期         王 洁,等:元素个数不大于5的次直积不可约带



参考文献:
[1] PETRICH M,REILLYNR.CompletelyRegularSemigroups[M].NewYork:Wiley-Interscience,1999,1-155.
[2] WANGZP,ZHOUYL,GUOYQ.ANoteonBandSemirings[J].SemigroupForum,2005,71(3):439-445.
[3] GERHARDJA.SomeSubdirectlyIrreducibeIdempotentSemigroups[J].SemigroupForum,1972,5(2):362-369.
[4] HOWIEJM.FundamentalsofSemigroupTheory[M].OxfordUK:ClarendonPress,1995:1-142.
[5] WANGZP,LENGJ,YUHY.OnSubdirectlyIrreducibleRegularBand[J].TurkJMath,2017,41:1337-1343.
[6] SCHEINBM.HomomorphismsandSubdirectSemilatticesofSemigroups[J].PacificJMath,1996,17(3):529-547.
[7] WANGZP,GUOYQ,SHUMKP.OnRefinedSemilatticesofSemigroups[J].AlgebraColloquium,2008,15(2):

331-336.

SubdirectlyIrreducibleBandswithnoMorethan5Elements
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Abstract:Inthispaper,usingrefinedsemilatticesandinvestigatingelementnumberandsemilatticede-

compositionofsemigroups,weclassifysubdirectlyirreduciblebandswith5orfewerelementsandprove

thatthereexactlyexist13suchbandsuptoisomorphism.
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