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摘要:利用直接的积分估计,研究非线性复微分方程

(f(k))nk +Ak-1(z)(f(k-1))nk-1 +…+A1(z)(f')n1 +A0(z)f =Ak(z)

解的函数空间属性,刻画了方程的解析解,以及它们的导数属于 H ∞
ω 空间时系数需要满足的条件.改善及推广了已

有的相关结果.
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近年来,关于微分方程的研究已经引起了广泛的关注(参见文献[1-2]).其中一个分支是关于复线性

微分方程

f(k)+Ak-1(z)f(k-1)+…+A1(z)f'+A0(z)f=Ak(z) (1)
解的性质的研究,主要关注的是方程(1)的解的增长性,其中Aj∈H(D)(j=0,1,…,k),H(D)={f:f在

D 上是解析的},D={z∈C:|z|<1}.通过Nevanlinna理论,文献[3-4]得到了一些关于解的快速增

长的结果.文献[5-7]得到了一些关于解的慢速增长结果.文献[8-9]研究了非线性复微分方程

(f(k))nk +Ak-1(z)(f(k-1))nk-1 +…+A1(z)(f')n1 +A0(z)f=Ak(z) (2)
解的增长性质,其中Aj ∈H(D)(j=0,1,…,k),给出了方程(2)的所有解析解属于给定空间(例如Qk 空

间、Hardy空间等)的一些充分条件.在研究方程(1)的解的慢速增长性中,常用Herold比较定理[10]和一些

其它基于Carleson测度的方法[7].本文与以上方法不同,主要基于直接的积分估计.
文献[11]给出了一些使得方程(1)的所有解和它们的导数属于 H ∞

ω 空间的充分条件,其中

H ∞
ω ={f∈H(D):‖f‖H∞ω =sup

z∈D
|f(z)|·ω(z)< ∞}

ω 是一个权重函数,满足ω:D →(0,∞)是有界可测的.如果对于所有的z∈D,有ω(z)=ω(|z|),
则称ω 是径向的.若对于所有的p∈ (0,∞),有ω(z)=(1-|z|)p,则 H ∞

ω =H ∞
p .令

ω(z)=ωh1
a (z)ω

h2
b (z)   h1,h2 ∈N

其中N为自然数集,ωa(z)= log
e

1-|z|
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,ωb(z)=1-|z|.

在本文中,总假设径向权重ω:D →(0,∞)满足下面两个条件:
(f1)存在M =M(ω)∈ (0,∞),使得

limsup
s→1-

ω(s)∫
s

0

dt
ω(t)(1-t)<M < ∞ (3)
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  (f2)存在常数ε∈ (0,∞),m=m(ω,ε)∈ (0,∞),使得

limsup
s→1-

ω(s)

ω 1+εs
1+ε
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<m (4)

由(3)式知,存在Mj =Mj(ω,j)∈ (0,M]和M0=M0(ω)∈ (0,∞),使得

limsup
s→1-

ω(s)(1-s)j-1∫
s

0

dt
ω(t)(1-t)j

<Mj   j=1,2,…,k (5)

和

ω(r)∫
r

0

dt
ω(t)(1-t)<m0   r∈ (0,1) (6)

  为方便描述,特作以下记号:

ωp(z)=ω(z)(1-|z|)p

ω
·

h(1,2),n(k,j)
(z)=(ωa(z))h1

(nk-nj)(ωb(z))
(h2+k)nk-(h2+j)nj

  j=0时,

ω
·

h(1,2),n(k,0)(z)=(ωa(z))h1
(nk-1)(ωb(z))

(h2+k)nk-h2

ω􀮨h(1,2),n(k,0)(z)=(ωa(z))h1
(nk-1)(ωb(z))

(h2+k-1)nk-h2

  记号中的ω,ωa,ωb,ωp,ω
·

h(1,2),n(k,j)
,ω􀮨h(1,2),n(k,j)均为径向权重,其中n0=1,nj≥1(j=1,2,…,

k),nj ≤nk(j=1,2,…,k-1).值得注意的是,若方程(2)是线性的,即nk =nj =1(j=0,…,k),则

ω
·

h(1,2),n(k,j)
(z)=(1-|z|)k-j   ω􀮨h(1,2),n(k,j)

(z)=(1-|z|)k-j-1

  类似 H ∞
ω 的定义,我们定义如下函数空间:

H ∞
ω
·
h(1,2),n(k,j)

={f∈H(D):‖f‖H
∞
ω
·
h(1,2),n(k,j)

=sup
z∈D

|f(z)|ω
·
h(1,2),n(k,j)(z)< ∞}

H ∞
ω􀮨h(1,2),n(k,j)={f∈H(D):‖f‖H

∞
ω􀮨h(1,2),n(k,j)

=sup
z∈D

|f(z)|ω􀮨h(1,2),n(k,j)(z)< ∞}

1 引理和主要结果

引理1[12] 设n=1,2,…,N,an ≥0,则:

∑
n

n=1
an( )

p
≤ ∑

n

n=1
an

p( )    0<p≤1

∑
n

n=1
an( )

p
≤Np-1 ∑

n

n=1
an

p( )    1≤p< ∞

  引理2[11] 设ω:Δ →(0,∞)是一个径向权重且满足(3)式,则对于f∈H(D)有

|f(z)|ω(z)≤Qk sup
|ξ|≤|z|

|f(k)(ξ)|ω(ξ)(1-|ξ|)k( ) +C   z∈D,k∈N

其中C ∈ [0,∞)为不依赖于z的常数,Qk =∏
k

j=1
Mj,Mj 为(5)式所定义.

引理3[11] 设ω:D → (0,∞)是一个径向权重,且存在常数ε∈ (0,∞),m=m(ω,ε)∈ (0,∞)
满足(4)式,则对于f∈H(D)有

|f(k)(z)|ω(z)(1-|z|)k ≤k! (1+ε)kmsup
|ξ|=ρ

|f(ξ)|ω(ρ)+C   z∈D,k∈N

其中ρ=ρ(ε,|z|)=
1+ε|z|
1+ε

,C ≥0为不依赖于z的常数.

定义如下扩张函数:设f∈H(D),令fr(z)=f(rz),其中z∈D,r∈ [0,1).
引理4[11] 设ω:D →(0,∞)是一个径向权重,且存在常数ε∈(0,∞),m=m(ω,ε)∈(0,∞)

满足(4)式.如果 sup
r∈[0,1)

‖fr‖H∞ω < ∞,则f∈H ∞
ω 且 ‖fr‖H∞ω = sup

r∈[0,1)
‖fr‖H∞ω .

引理5 设径向权重ω(z)=ωh1
a (z)ω

h2
b (z),则ω(z)满足(3)式和(4)式.
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证  设s∈ [0,1),h1,h2 ∈N,则由:

1-log(1-s)>-log(1-s)   log
e
1-s
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< (-log(1-s))-1

得

log
e
1-s
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-h1

< (-log(1-s))-h1 (7)

做辅助函数F(s)=(log(1-s))h1(1-s)-h2,则

F'(s)=-h1(log(1-s))h1-1(1-s)h2-1-h2(log(1-s))h1(1-s)h2-1

两边求积分,得

-(log(1-r))h1(1-r)-h2 =h1∫
r

0
(log(1-s))h1-1(1-s)h2-1ds+h2∫

r

0
(log(1-s))h1(1-s)h2-1ds

两边同乘-(log(1-r))-h1(1-r)h2,得

h1(log(1-r))-h1(1-r)h2∫
r

0
(log(1-s))h1-1(1-s)h2-1ds+

h2(log(1-r))-h1(1-r)h2∫
r

0
(log(1-s))h1(1-s)h2-1ds=-1

重复以上过程h1 次,得

limsup
r→1-

(log(1-r))-h1(1-r)h2∫
r

0
(log(1-s))h1(1-s)h2-1ds< ∞

由(7)式得

limsup
r→1-

ω(r)∫
r

0

ds
ω(s)(1-s)< ∞

lim
r→1-

ω(r)

ω 1+εr
1+ε
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=lim
r→1-

(ωa(r))h1(ωb(r))h2

ωa
1+εr
1+ε
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ωb
1+εr
1+ε
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h2 =

lim
r→1-

log e
1-r
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-h1

log
e

1-
1+εr
1+ε
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-h1

1+ε
ε
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h2

=

lim
r→1-

1-log1-
1+εr
1+ε
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h1

1+ε
ε
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h2

=

lim
r→1-

1-
logε+log(1+ε)
1-log(1-r)
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h1 1+ε
ε
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h2

< ∞

于是径向权重ω 满足(3)式和(4)式.
本文的主要目的是研究方程(2)的解析解,以及它们的导数属于空间 H ∞

ω 时系数需要满足的条件,主

要证明了下面的结果:
定理1 设径向权重ω在单位圆区域D 上满足(3)式和(4)式.如果Aj∈H ∞

ω
·
h(1,2),n(k,j)

(j=0,1,…,k),
且

E=Qk(‖A0‖
1
nk
H
∞
ω
·
h(1,2),n(k,0)

+∑
k-1

j=1
j! (1+ε)jm‖Aj‖

1
nk
H
∞
ω
·
h(1,2),n(k,j)

1
nk)<1

其中Qk =∏
k

j=1
Mj,Mj 为(5)式所定义,m 和ε为(4)式所定义,则方程(2)的所有解析解属于 H ∞

ω .

定理2 设径向权重ω 在单位圆区域D 上满足(3)式和(4)式.如果Aj ∈H ∞
ω􀮨n,k,j(j=0,1,…,k),且
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F=Qk-1sup
z∈D

ω(z)‖A0‖
1
nk
H
∞
ω􀮨h(1,2),n(k,0)∫

|z|

0

dr
ω(r)+‖A1‖

1
nk
H
∞
ω􀮨h(1,2),n(k,1)

+
æ

è
ç

∑
k-1

j=2

(j-1)! (1+ε)j-1m‖Aj+1‖
1
nk
H
∞
ω􀮨h(1,2),n(k,j) ) <1

其中Qk =∏
k

j=1
Mj,Mj 为(5)式所定义,m 和ε为(4)式所定义,则方程(2)的每个解析解的导数属于H ∞

ω .

2 主要结果的证明

定理1的证明  设f 是方程(2)的解析解,则

(fr
(k)(z))nk +∑

k-1

j=0
Bj(z)(f(j)

r (z))nj =0   z∈D (8)

其中Bj(z)=Bj(z,r)=r
knk-jnjAj(rz),r∈[0,1).由引理5知,ω 满足(3)式和(4)式.再由(8)式和引

理2,有

|fr(z)|ω(z)≤Qk sup
|ξ|≤|z|

|fr
(k)(ξ)|(ωa(ξ))

h1(1-|ξ|)k+h2( ) +Ct1 ≤

Qk sup
|ξ|≤|z|

(|∑
k-1

j=0
Bj(ξ)(f

(j)
r (ξ))

nj|)
1
nk(ωa(ξ))

h1(1-|ξ|)k+h2 +Ct1

运用引理1,有

|fr(z)|ω(z)≤Qk sup
|ξ|≤|z|∑

k-1

j=0
|Bj(ξ)|

1
nk |f(j)

r (ξ)|
nj
nk(ωa(ξ))

h1(1-|ξ|)k+h2 +Ct1 ≤

Qk sup
|ξ|≤|z|

[(|B0(ξ)|(ωa(ξ))
h1(nk-1)(1-|ξ|)h2

(nk-1)+knk)
1
nk‖fr‖

1
nk
H∞ω +

∑
k-1

j=1
|Bj(ξ)|

1
nk |f(j)

ρ (ξ)|
nj
nk(ωa(ξ))

h1(1-|ξ|)h2+k]+Ct1 ≤

Qk‖B0‖
1
nk
H∞Ψ·n,k,0

·‖fr‖
1
nk
H∞ω

+

Qk sup
|ξ|≤|z|∑

k-1

j=1
|Bj(ξ)|

1
nk |f(j)

r (ξ)|
nj
nk(ωa(ξ))

h1(1-|ξ|)k+h2 +Ct1

再运用引理3,得

|fr(z)|ω(z)≤Qk‖B0‖
1
nk
H
∞
ω
·
h(1,2),n(k,0)

‖fr‖
1
nk
H∞ω +

Qk sup
|ξ|≤|z|∑

k-1

j=1
|Bj(ξ)|(ωa(ξ))

h1(nk-nj)(1-|ξ|)
(h2+k)nk-(h2+j)nj( )

1
nk·

j! (1+ε)jm sup
|ξ|=|ρ|

|fr(ξ)|ω(ξ)+Cj( )

nj
nk +Ct1 ≤

Qk[‖B0‖
1
nk
H
∞
ω
·
h(1,2),n(k,0)

‖fr‖
1
nk
H∞ω +

sup
|ξ|≤|z|∑

k-1

j=1
‖Bj‖

1
nk
H∞ω·h(1,2),n(k,j)

j! (1+ε)jm‖fr‖
nj
nk
H∞ω +Cj]+Ct1

(9)

其中Cj,Ct1 ∈(0,∞)为不依赖于z的常数(j=1,…,k-1).若‖fr‖H∞ω ≤1,则结论显然成立.因此设

‖fr‖H∞ω >1,由(9)式得

|fr(z)|ω(z)≤E‖fr‖H∞ω +Ct1

故

sup
r∈[0,1)

‖fr‖H∞ω ≤
Ct1

1-E < ∞
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由引理4有f∈H ∞
ω .

定理2的证明  设f 是方程(2)的解析解,由

f(z)=∫
z

0
f'(ξ)dξ+f(0)   z∈D

得

|f(z)|ω(z)≤∫
|z|

0

|f'(ξ)|ω(ξ)
ω(ξ)

|dξ|ω(z)+|f(0)|ω(z)≤

sup
|ξ|≤|z|

|f'(ξ)|ω(ξ)∫
|z|

0

dr
ω(r)ω

(z)+|f(0)|ω(z)   z∈D (10)

运用引理2把f 和k分别替换成f'和k-1,则有

|fr'(z)|ω(z)≤Qk-1 sup
|ξ|≤|z|

(|fr
(k)(ξ)|ωk-1(ξ))+Ct2

(11)

由引理5,ω 满足(3)式和(4)式,结合引理1、引理3、(8),(10)和(11)式,得

|fr'(z)|ω(z)≤Qk-1 sup
|ξ|≤|z|∑

k-1

j=0
|Bj(ξ)|

1
nk |f(j)

r (ξ)|
nj
nkω(ξ)(1-|ξ|)k-1+Ct2 ≤

Qk-1 sup
|ξ|≤|z|

[‖B0(ξ)‖
1
nk
H∞ω􀮨h(1,2),n(k,0)∫

|z|

0

dr
ω(r)ω

(z)‖fr'‖
1
nk
H∞ω +

‖B1(ξ)‖
1
nk
H∞ω􀮨h(1,2),n(k,1)‖fr'‖

n1
nk
H∞ω +

∑
k-1

j=2
‖Bj(ξ)‖

1
nk
H∞ω􀮨h(1,2),n(k,0)

(j-1)! (1+ε)j-1m‖fr'‖
nj
nk
H∞ω +Cj]+

Ct2 +Ct21
(12)

其中Ct21= ‖B0(ξ)‖
1
nk
H∞ω􀮨h(1,2),n(k,0)|f

(0)|
1
nkω(ξ)

1
nk,Cj,Ct2 ∈(0,∞)为不依赖于z的常数,j=0,…,

k-1.若 ‖fr'‖H∞ω ≤1,则结论显然成立.因此设 ‖fr'‖H∞ω >1,由(12)式得

|fr'(z)|ω(z)≤F‖f'‖H∞ω +Ct2 +Ct21

故

sup
r∈[0,1)

‖f'‖H∞ω ≤
Ct2 +Ct21

1-F < ∞

由引理4有f'∈H ∞
ω .
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TheSolutionsofNonlinearComplexDifferential
EquationsandH∞

ω Space

SUN Yu1, LONGJian-ren1, QINZhi-gao1, HUGuang-ming2
1.SchoolofMathematicalSciences,GuizhouNormalUniversity,Guiyang550001,China;

2.SchoolofMathematicsandSystemsScience,BeihangUniversity,Beijing100191,China

Abstract:Basedonthestraightforwardintegralestimate,thepropertiesoffunctionspacesofsolutionsof
thenonlineardifferentialequation

(f(k))nk +Ak-1(z)(f(k-1))nk-1 +…+A1(z)(f')n1 +A0(z)f=Ak(z)

arestudied.Thesufficientconditionsofthecoefficientsforthederivativesandanalyticsolutionsofthea-
boveequationtobeinH ∞

ω aregiveninthispaper,whichimprovesandextendspreviousresultsfrom
Huusko-Korhonen-Reijonen.
Keywords:nonlinearcomplexdifferentialequation;Hardyspace;analyticsolution;unitdisc
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