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带有凹凸非线性项的

Kirchhoff型方程解的多重性①

王雅琪, 欧增奇

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:利用集中紧性原理和对偶喷泉定理,研究了一类带有凹凸非线性项的Kirchhoff方程

- a+b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=|u|4u+μ|u|q-2u x∈Ω

u=0 x∈Ω{
获得了该方程有无穷多个解.其中Ω 为R3 中边界光滑的有界开集,且a,b>0,1<q<2,μ>0.
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考虑如下Kirchhoff方程:

- a+b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=|u|4u+μ|u|q-2u x∈Ω

u=0 x∈Ω{ (1)

其中Ω 为R3 中边界光滑的有界开集,且a,b>0,1<q<2,μ>0.我们记Sobolev空间H1
0(Ω)中的范

数为

‖u‖=∫Ω
|∇u|2dx( )

1
2

Ls(Ω)中的范数为

|u|s =∫Ω
|u|sdx( )

1
s

当1≤s≤6时,嵌入 H1
0(Ω)⤿Ls(Ω)是连续的;当1≤s<6时,嵌入是紧的.此外,最佳Sobolev

常数为

S= inf
u∈H10(Ω)\{0}

∫Ω
|∇u|2dx

∫Ω
|u|6dx( )

1
3

(2)

由于有b∫Ω
|∇u|2dx这一项,方程(1)被称为非局部问题.众所周知,Kirchhoff型问题起源于文献[1],作
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为经典的D'Alembert波动方程在弹性弦的自由振动的推广.文献[2]给出一个泛函分析结构,Kirchhoff型

问题逐渐引起人们的关注.据我们查阅的文献显示,文献[3]最先将变分法运用到Kirchhoff型问题中.此

后,出现了诸多关于Kirchhoff型问题的优秀结论[1-2,4-9].
当N=3时,文献[4-5,10]研究了Kirchhoff型方程正解的存在性和多重性.文献[10]研究了0<

q<1时的情形,利用Nehari和Ekeland变分原则的方法,得到了“存在一个仅依赖于a的T4(a)>0,当

a>0,0<λ<T4(a)时,方程至少有一个正解”的结论.当b充分小时,文献[4]利用极小作用原理和

山路引理的方法,获得了方程(1)的两个正解.文献[5]研究了a=1,q=2时的情形,证得方程(1)具

有正的基态解.受到文献[4-6,10-11]的启发,本文将研究R3 空间中方程(1)多解的存在情况,并得

到下面的定理:
定理1 假设Ω ⊂R3 有界,并且a,b>0,1<q<2,则存在μ* >0,使得对∀0<μ<μ*,方程

(1)有一列解{un},并且φμ(un)<0,φμ(un)→0(n→ ∞).
我们定义φμ(u)为方程(1)对应的能量泛函,即

φμ(u)=
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-
1
6∫Ω

|u|6dx-μ
q∫Ω

|u|qdx   ∀u∈H1
0(Ω) (3)

如果u∈H1
0(Ω),且对 ∀v∈H1

0(Ω),都有

a∫Ω
∇u∇vdx+b‖u‖2∫Ω

∇u∇vdx-∫Ω
|u|4uvdx-μ∫Ω

|u|q-2uvdx=0

则u 为方程(1)的弱解.
令X 是自反的可分Banach空间,则存在ei ∈X,e*

j =X*,使得:

X =span{ei:i=1,2,…}   X* =span{ej:j=1,2,…}
且

<e*
j ,ei>=

1 i=j
0 i≠j{

令Xj =span{ej},于是X =j≥1Xj.记Yk =k
j=1Xj,Zk =j≥kXj.

  引理1 假设a,b,μ>0,1<q<2,以及c<Λ-Dμ
2
2-q,则泛函φμ 满足局部(PS)*c 条件,其中:

Λ=
1
4abS

3+
1
24b

3S6+
1
24
(b2S4+4aS)

3
2

D=
2-q
2

1
q -

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2-q

|Ω|
6-q
6-3q 2q

aS
æ

è
ç

ö

ø
÷

q
2-q

  证  取 H1
0(Ω)中的标准正交基(ej),并且定义Xj =Rej.假设{unj

}是泛函φμ 的(PS)*c 序列,即

unj ∈Ynj
,φμ(unj

)→c,φμ|'
Ynj
(unj

)→0   nj → ∞ (4)

现证明{unj
}在 H1

0(Ω)中有收敛子列.首先,由(3),(4)式、Hölder不等式以及Sobolev不等式,有

1+c+o(‖unj
‖)≥φμ(unj

)-
1
6
<φμ(unj

),unj
>≥

a
3‖unj

‖2+
b
12‖unj

‖4- μ

S
q
2

1
q -

1
6

æ

è
ç

ö

ø
÷|Ω|

6-q
6 ‖unj

‖q (5)

由于1<q<2,根据(5)式,可知{unj
}在H1

0(Ω)中有界.因此,存在{unj
}的子列(不妨仍记为{unj

})以

及u∈H1
0(Ω),使得

unj
⇀u x∈H1

0(Ω)

unj →u x∈Lp(Ω),1≤p<6

unj
(x)→u(x) a.e.x∈Ω

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï
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根据第二集中性引理[12],我们可以找到一个至多可数的指标集Γ、在 R3 中的一个序列{xk}k∈Γ,以及

{ηk}k∈Γ,{νk}k∈Γ ∈R+,使得:

|∇unj|
2⇀dη≥|∇u|2+∑

k∈Γ
ηkδxk

(6)

|unj|
6⇀dν=|u|6+∑

k∈Γ
νkδxk

(7)

ηk ≥Sν
1
3
k (8)

其中δxk
是在xk 上的Diracdelta函数.接下来,我们证明Γ=Ø.假设Γ≠Ø,不妨设k∈Γ,对 ∀ε>0,

设ψk
ε ∈C∞

0 (R3,[0,1])满足条件0≤ψk
ε ≤1,|∇ψk

ε|≤C,且:

ψk
ε(x)≡1 x∈Bε(xk)

ψk
ε(x)≡0 x∈Ω\B2ε(xk){

由于{ψk
εunj

}在 H1
0(Ω)上有界,我们有<φ'

μ(unj
),ψk

εunj
>→0,即

(a+b‖unj
‖2)∫Ω

unj
∇unj

∇ψk
εdx+∫Ω

|∇unj|
2ψk

εdx( ) =

∫Ω
|unj|

6ψk
εdx+μ∫Ω

|unj|
qψk

εdx+o(1) (9)

由于{unj
}在 H1

0(Ω)上有界,并且由Hölder不等式,则存在常数C1,C2,C3 >0,有

lim
ε→0
limsup

nj→∞
(a+b‖unj

‖2)∫Ω
unj
∇unj

∇ψk
εdx ≤

lim
ε→0
limsup

nj→∞
C1∫Bε(xk)

|∇unj|
2dx( )

1
2

∫Bε(xk)
|∇ψk

ε|2|unj|
2dx( )

1
2

≤

lim
ε→0

C2∫Bε(xk)
|∇ψk

ε|2|u|2dx( )
1
2

≤

lim
ε→0

C2∫Bε(xk)
|∇ψk

ε|3dx( )
1
3

∫Bε(xk)
|u|6dx( )

1
6

≤

lim
ε→0

C3∫Bε(xk)
|u|6dx( )

1
6

=0

从而

lim
ε→0
limsup

nj→∞
(a+b‖unj

‖2)∫Ω
unj
∇unj

∇ψk
εdx=0 (10)

由(6)式,我们可知

lim
ε→0
limsup

nj→∞
(a+b‖unj

‖2)∫Ω
|∇unj|

2ψk
εdx≥

lim
ε→0
limsup

nj→∞
a+b∫Ω

|∇unj|
2ψk

εdx( )∫Ω
|∇unj|

2ψk
εdx=

lim
ε→0
lim
nj→∞

a∫Ω
|∇unj|

2ψk
εdx+lim

ε→0
lim
nj→∞

b∫Ω
|∇unj|

2ψk
εdx( )

2

≥

aηk +bηk
2 (11)

由(7)式得

lim
ε→0
limsup

nj→∞∫Ω
|unj|

6ψk
εdx=lim

ε→0∫Ω
|u|6ψk

εdx+νk =

lim
ε→0∫Bε(xk)

|u|6ψk
εdx+νk =νk (12)

由(12)式得
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lim
ε→0
limsup

nj→∞∫Ω
|unj|

qψk
εdx=lim

ε→0∫Bε(xk)
|u|qψk

εdx=0 (13)

由(10)-(13)式,可推得

νk ≥aηk +bηk
2 (14)

和(8)式比较,可得:

ηk =0;

或

ηk ≥
bS3+S b2S4+4aS

2 .

我们证明  不成立.根据文献[13]的引理2.2、Hölder不等式、Sobolev不等式,以及(6),(7),(14)
式,可得

c=lim
nj→∞

φμ(unj
)-
1
4
<φ'

μ(unj
),unj

>æ

è
ç

ö

ø
÷=

lim
nj→∞

a
4‖unj

‖2+
1
12∫Ω

|unj|
6dx-

1
q -

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷μ∫Ω

|unj|
qdxæ

è
ç

ö

ø
÷ ≥

a
4‖u‖

2+
a
4ηk +

1
12νk +

1
12∫Ω

|u|6dx-
1
q -

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷μ∫Ω

|u|qdx≥

a
4ηk +

1
12νk +

a
4‖u‖

2-
1
q -

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷μ∫Ω

|u|qdx≥

a
3ηk +

b
12η

2
k +

aS
4|u|26-μ

1
q -

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷|Ω|

6-q
6 |u|q

6

若  成立,则

a
3ηk +

b
12η

2
k ≥

1
4abS

3+
1
24b

3S6+
1
24
(b2S4+4aS)

3
2

为了估计aS
4|u|26-μ

1
q -

1
4
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è
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ø
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6-q
6 |u|q

6,我们考虑

f(t)=
aS
4t

2-μ
1
q -

1
4

æ

è
ç
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ø
÷|Ω|

6-q
6tq   t≥0 (15)

得到min
t≥0

f(t)=f(t1)=-Dμ
2
2-q,其中:

t1=
2qμ
aS

1
q -

1
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因此,由(13)-(15)式,可知

c≥
a
3ηk +

b
12η

2
k +

aS
4|u|26-μ

1
q -

1
4

æ

è
ç

ö

ø
÷|Ω|

6-q
6 |u|q

6 ≥Λ-Dμ
q
2-q

故矛盾,所以  不成立,则ηk =0,即Γ=Ø.所以我们可得出结论

lim
nj→∞∫Ω

|unj|
6dx=∫Ω

|u|6dx

  接下来证明在 H1
0(Ω)中unj →u.不妨设lim

nj→∞
‖unj

‖2=d2,则需证 ‖u‖2=d2.事实上,

0=lim
nj→∞

<φ'
μ(unj

),unj -u>=lim
nj→∞

φ'
μ(unj

)unj -lim
nj→∞

φ'
μ(unj

)u=

lim
nj→∞

(a+b‖unj
‖2)‖unj

‖2-∫Ω
|unj|

6dx-μ∫Ω
|unj|

qdx[ ] -

lim
nj→∞

(a+b‖unj
‖2)∫Ω

∇unj
∇udx-∫Ω

|unj|
4unj

udx-μ∫Ω
|unj|

q-2unj
udx[ ] =
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(a+bd2)d2-∫Ω
|∇u|2dx( )

因此,unj →u(x ∈H1
0(Ω)).所以,当c<Λ-Dμ

2
2-q 时,泛函φμ 满足局部(PS)*c 条件.

定理1的证明 我们将用文献[14]中的对偶喷泉定理证明定理1.下面将证明对∀k≥k0,存在ρk>
γk >0,使得:

(B1)ak = inf
u∈Zk,‖u‖=ρk

φ(u)≥0;

(B2)bk = max
u∈Yk,‖u‖=γk

φ(u)<0;

(B3)dk = inf
u∈Zk,‖u‖=ρk

→0,k→ ∞.

事实上,为了证明条件(B1),我们定义βk= sup
u∈Zk,‖u‖=1

|u|q.由文献[6]的引理3.8,有βk→0(k→∞).同

时存在R >0,使得

‖u‖ ≤R⇒ 1
6S3‖u‖

6 ≤
a
4‖u‖

2

那么当u∈Zk,‖u‖ ≤R 时,有

φμ(u)=
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-
1
6∫Ω

|u|6dx-μ
q∫Ω

|u|qdx≥

a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-
1
6S3‖u‖

6-βq
k
μ
q
‖u‖q ≥

a
4‖u‖

2-βq
k
μ
q
‖u‖q (16)

取ρk =
4μβq

k

aq
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2-q

,有ρk →0(k→ ∞).所以,存在k0,当k≥k0 时,使得ρk ≤R.因此,当u∈Zk,

‖u‖=ρk ≤R 时,有φμ(u)≥0.故条件(B1)成立.
对于条件(B2),由于dimYk < ∞,所以Yk 上的任意范数等价,则存在常数C4,C5 >0,有:

|u|6 ≤C
1
6
4‖u‖   |u|q ≤C

1
q
5‖u‖

那么对 ∀u∈Yk,且 ‖u‖=γk,有

φμ(u)≤
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-
C4

6‖u‖
6-

C5μ
q
‖u‖q =

a
2γ

2
k +

b
4γ

4
k -

C4

6γ
6
k -

C5μ
q

γq
k

由于μ >0,C5 >0,显然,存在充分小的γk,使得φμ(u)<0,所以条件(B2)成立.
对于条件(B3),由(16)式,得

φμ(u)≥-βq
k
μ
q
‖u‖q

又由于βk →0(k→ ∞),存在k0,当k≥k0,且u∈Zk,‖u‖ ≤ρk 时,有φμ(u)≥-βq
k
μ
qρq

k.故条件

(B3)成立.由引理1知,存在μ* >0,使得对每个0<μ<μ* 和c<0,泛函φμ 满足局部(PS)*c 条件.定
理1证毕.
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MultiplicityofSolutionsforKirchhoffEquation
withConcaveandConvexNonlinearities

WANGYa-qi, OUZeng-qi
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,westudyaclassofKirchhoffequation

- a+b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=|u|4u+μ|u|q-2u x∈Ω

u=0 x∈Ω{
withconcaveandconvexnonlinearities,whereΩ⊂R3isasmoothboundeddomainwitha,b>0,1<q<2,

μ>0.Bymeansoftheconcentrationcompactnessprincipleandadualfountaintheorem,weobtainthe
multiplicityofsolutionsaboutthisequation.
Keywords:Kirchhoffequation;concaveandconvexnonlinearities;theconcentrationcompactnessprinci-

ple;dualfountaintheorem
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