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分数阶椭圆方程近共振问题解的多重性①

宋树枝, 陈尚杰

重庆工商大学 数学与统计学院,重庆400067

摘要:考虑当线性项的参数从右边逼近非主特征值时分数阶椭圆方程的多解性.一方面,通过对泛函在不同特征子

空间上的能量水平的估计可构造出一个具有鞍点结构的解;另一方面,当参数充分接近特征值时,结合鞍点定理、

Galerkin逼近方法及对近共振对应的特征子空间上能量水平的仔细估算证明第二个解的存在性.
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考虑分数阶椭圆方程

(-Δ)su=λu+f(x,u)+h(x) x∈Ω
u=0 x∈RN\Ω{ (1)

其中,Ω ⊂RN 为具有Lipschitz边界Ω 的有界开区域,s∈(0,1),N >2s,f∈C(Ω×R,R),且满足

条件:

(f0)lim
|t|→∞

f(x,t)
t =0对x ∈Ω 一致成立.

(-Δ)s 为分数阶椭圆算子,定义如下:

(-Δ)su(x)=-
1
2∫RN

u(x+y)+u(x-y)-2u(x)
|y|N+2s dy   x∈RN

记Q=R2N\O,其中O=C(Ω)×C(Ω)⊂R2N 以及C(Ω)=RN\Ω.近年来,分数阶椭圆算子越来越多地出

现在一些运用领域,例如极小曲面问题[1]、分数阶椭圆相变理论[2]以及分数阶量子力学问题[3]等.由文献

[4]的命题4.4知,当s→1- 时,算子(-Δ)s 的极限为-Δ.用X(Ω)表示由Lebesgue可测函数构成的线

性空间,满足

X(Ω)= u:RN →R:u|Ω ∈L2(Ω),∫Q

|u(x)-u(y)|2

|x-y|N+2s dxdy< ∞{ }
赋予范数

‖u‖X =‖u‖L2(Ω)+∫Q

|u(x)-u(y)|2

|x-y|N+2s dxdy
æ

è
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÷

1
2

令X0(Ω)={u∈X(Ω):u=0(a.e.x ∈RN\Ω},则 X0(Ω)为 X(Ω)的线性闭子空间.由文献[5]知

(X0(Ω),‖.‖X0
)为Hilbert空间,其内积为

① 收稿日期:2017 09 26
基金项目:重庆市教委科学技术研究项目(KJ1600618);重庆市基础与前沿研究计划项目(cstc2016jcyjA0263);国家青年基金项目

(11601046).
作者简介:宋树枝(1980 ),女,讲师,博士,主要从事非线性泛函分析和偏微分方程的研究.



<u,v>X0 =∫Q

(u(x)-u(y))(v(x)-v(y))
|x-y|N+2s dxdy

并且当q∈[1,2*s ]2*s =
2N

N-2s
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÷ 时,嵌入X0(Ω)⤿Lq(Ω)是连续的;当q∈[1,2*s )时,嵌入X0(Ω)⤿

Lq(Ω)是紧的.因此,对 ∀q∈[1,2*s ],存在τq >0,使得

‖u‖Lq ≤τq‖u‖X0   ∀u∈X0(Ω) (2)

由文献[6]知特征值问题

(-Δ)su=λu x∈Ω
u=0 x∈RN\Ω{ (3)

有一列单调递增的特征值0<λ1<λ2≤ … ≤λk≤ …,相应的特征函数表示为ϕk.{ϕk}k∈N 构成空间

L2(Ω)以及空间 X0(Ω)的正交基.若λk-1 <λk = …=λk+m-1 <λk+m,我们称λk(k≥2)是问题(3)

的m(m ∈N)重特征值.此时,λk 的特征函数的全体构成 X0(Ω)的线性闭子空间,表示为Z=span
{ϕk,…,ϕk+m-1}.本文的主要结论如下:

定理1 令λk 为问题(3)的m 重特征值,f∈C(Ω×R,R),h∈L2(Ω).假设条件(f0)及下面的条

件(H1)或(H2)成立:
(H1)lim

t→±∞
f(x,t)=∓∞ 对x ∈Ω 一致成立;

(H2)lim
|t|→∞

F(x,t)=-∞ 对x ∈Ω 一致成立,且∫Ω
hϕdx=0(∀ϕ∈Z).

则存在ε1 >0,使得当λ∈ (λk,λk +ε1)时,方程(1)至少存在2个解.
注1 注意到定理1中参数位于特征值λk 的右边小邻域内,因此,这个问题本质上是参数从右边趋近

非主特征值λk 时解的多重性问题,称其为近共振问题.椭圆型方程近共振问题相关结论可参见文献[7-
15].其中,文献[7]考察了分数阶椭圆方程关于左边近共振问题解的多重性,文献[8]考察了非线性项满足

Landesman-Lazer型条件下的分数阶椭圆方程右边近共振问题解的多重性.参数从左边趋近时,近共振问

题的多解性可以通过构造两个不同能量水平上的鞍点结构来获得;当参数从右边趋近λk 时,λk 的特征子空

间引发的几何结构的改变导致不能再同时建立两个不同的鞍点结构.为此,文献[9]不得不运用分离球定理

(也称作局部鞍点定理)来证明第二个解的存在性.文献[8-13]也都是采用这一思路.特别指出的是文献

[14]的证明方法.文献[14]运用Galerkin逼近方法考察了一类椭圆系统,在一定程度上统一了左右两边逼

近情况下的证明.受此启发,本文采用Galerkin逼近方法进行处理,从而避免使用分离球定理来处理参数

从右边逼近时的近共振问题.
考虑泛函

Jλ(u)=-
1
2‖u‖

2
X0 -

λ
2∫Ω

|u|2dx-∫Ω
F(x,u)dx-∫Ω

hudxæ

è
ç

ö

ø
÷

因为非线性项f∈C(Ω×R,R)且满足次线性增长性条件(f0),因此Jλ ∈C1(X0(Ω),R).由变分法可知

u∈X0(Ω)是方程(1)的解当且仅当u是泛函Jλ 在空间X0(Ω)中的临界点.由条件(f0),对 ∀δ>0,存

在Mδ >0,使得

|f(x,t)|≤δ|t|+Mδ   ∀t∈R (4)
利用Hölder不等式及(2)式可知:

∫Ω
F(x,u)dx ≤

1
2δ‖u‖

2
L2 +Mδ|Ω|

1
2‖u‖L2 ≤

1
2δτ

2
2‖u‖2X0 +C1‖u‖X0

(5)

∫Ω
h(x)udx ≤ ‖h‖L2‖u‖L2 ≤τ2‖h‖L2‖u‖X0 ≤C2‖u‖X0

(6)

其中C1=Mδ|Ω|
1
2τ2,C2=τ2‖h‖L2.由空间的直和分解可知:
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‖u‖2X0 ≤λj∫Ω
u2dx   ∀u∈span{ϕ1,…,ϕj} (7)

‖u‖2X0 ≥λj+1∫Ω
u2dx   ∀u∈span{ϕ1,…,ϕj}⊥ (8)

‖u‖2X0 =λk∫Ω
u2dx   ∀u∈Z (9)

令:

V=span{ϕ1,…,ϕk-1}   W =(V Z)⊥

En =span{ϕ1,…,ϕn}   n>k+m
Wn =W ∩En

定义:

BWn ={u∈Wn:‖u‖X0 ≤1}   BWnZ ={u∈Wn Z:‖u‖X0 ≤1}

且SWn
,SWnZ

分别表示BWn
,BWnZ

的球面.
引理1 在定理1的假设下,存在ε1>0,使得当λ∈ (λk,λk +ε1)时,存在常数DV,D-

λ 及ρ-
λ >

R->0,使得:

Jλ ≥DV +1   u∈V (10)

Jλ <DV   u∈R-SWnZ
(11)

Jλ <DV   u∈Wn,‖u‖X0 ≥R- (12)

Jλ ≥D-
λ   u∈Z V (13)

Jλ <D-
λ   u∈ρ-

λSWn
(14)

  证  令u∈V.利用(5),(6),(7)式可得

Jλ(u)≥
λ-λk-1

2λk-1
‖u‖2X0 -

1
2δτ

2
2‖u‖2X0 -(C1+C2)‖u‖X0 ≥

1
2

λk -λk-1

λk-1
-δτ22

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖2X0 -(C1+C2)‖u‖X0

取δ<
λk -λk-1

λk-1τ
2
2

,则
λk -λk-1

λk-1
-δτ22 >0.从而对 ∀u∈V,Jλ(u)有下界,即存在常数DV,使得Jλ ≥

DV +1,即(10)式成立(注意DV 与λ 无关).
下面考察当u∈Wn Z,条件(H1)或条件(H2)成立时的情形.首先考虑条件(H1)成立的情形.由f

的连续性知,对任意常数K >0,存在CK >0,使得F(x,t)≤-K|t|+CK .特别地,取K=1+C2.注
意到,对固定的n,Wn Z 为有限维子空间,所有范数等价.令ε1=λ-λk >0,则

Jλ(u)≤
λ-λk

2λk
‖u‖2X0 +∫Ω

F(x,u)dx+∫Ω
hudx≤

ε1
2λk
‖u‖2X0 -K‖u‖X0 +CK |Ω|+C2‖u‖X0 =

ε1
2λk
‖u‖2X0 -‖u‖X0 +CK |Ω| (15)

令 ‖u‖X0=R-,使得CK|Ω|-R-<DV -1.当0<ε1<
2λk

R-
,即

ε1
2λk

(R-)2<1时,对∀u∈R-SWnZ
,

有Jλ(u)<DV,即(11)式成立.
特别地,当u∈Wn 时,类似(15)式可得

Jλ(u)≤
λ-λk+m

2λk+m
‖u‖2X0 +∫Ω

F(x,u)dx+∫Ω
hudx≤
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λ-λk+m

2λk+m
‖u‖2X0 -‖u‖X0 +CK |Ω|

由于λ-λk+m <0且CK|Ω|-R-<DV -1<DV,故当u∈Wn 且 ‖u‖X0 ≥R- 时,Jλ(u)≤DV,即

(12)式成立.
接下来考虑条件(H2)成立的情形.我们首先证明当u∈Wn Z 时,有

lim
‖u‖X0→∞∫Ω

F(x,u)dx= lim
R-→+∞

sup
u∈R-SWnZ∫Ω

F(x,u)dx=-∞ (16)

成立.为此,我们首先断言:对 ∀u∈SWnZ
,存在常数σ>0,使得集合Ωu ={x∈Ω:|u(x)|>σ}的测

度|Ωu|>σ.事实上,若结论不成立,则存在一列{σj},σj→0,uj∈SWnZ
使得|Ωuj|≤σj.当n→0时,

{uj(x)}依测度收敛于0.因此,存在{uj}的子列,仍记作{uj},使得{uj}在Ω 上几乎处处收敛于0.又由

‖uj‖=1,存在{uj}的子列(仍记作{uj})和{u}∈Wn Z,满足{uj}在L2(Ω)中强收敛于u,{uj(x)}

在Ω 上几乎处处收敛于u(x).因此u≡0.然而0<
1
λn
≤∫Ω

|u|2dx,矛盾.

利用条件(H2)及性质f(x,t)∈C(Ω×R,R)易知F(x,t)上方有界,即存在常数CF 使得

F(x,t)≤CF   ∀(x,t)∈Ω×R
对 ∀L >0,取M= (L+CF|Ω|)σ-1,由条件(H2)知存在常数tM >0,使得当|t|>tM 时有F(x,

t)<-M.又令 K >
tM

σ
,则

Ωu ⊂ {x∈Ω:|Ku(x)|>tM}

于是∫|Ku|>tM

F(x,Ku)dx ≤-Mσ,且∫|Ku|≤tM

F(x,Ku)dx ≤CF|Ω|.因此,对 ∀L >0有

∫Ω
F(x,Ku)dx≤-Mσ+CF|Ω|=-L

根据L 的任意性知(16)式成立.

对 ∀u∈Wn Z,记u=w+z,其中w ∈Wn,z∈Z.取ε1=λ-λk <
λk+m -λk

2
,则根据(6),(8)

式及条件(H2),有

Jλ(u)≤
λ-λk+m

2λk+m
‖w‖2X0 +

λ-λk

2λk
‖z‖2X0 +∫Ω

F(x,u)dx+∫Ω
hwdx≤

ε1
2λk
‖z‖2X0 -

λk -λk+m

4λk+m
‖w‖2X0 +∫Ω

F(x,u)dx+C2‖w‖X0

显然

-
λk -λk+m

4λk+m
‖w‖2X0 +C2‖w‖X0 <C

其中C >0为某一常数.由(16)式知,存在R-,使得对 ∀u∈Wn Z 且 ‖u‖X0 =R- 时,有

∫Ω
F(x,u)dx≤DV -C-1

于是

Jλ(u)≤
ε1
2λk
‖z‖2X0 +∫Ω

F(x,u)dx+C ≤
ε1
2λk

(R-)2+DV -1

令ε1 <min
λk+m -λk

2
,
2λk

(R-)2{ },则对 ∀u∈R-SWnZ
,有Jλ(z)<DV 成立,即(11)式成立.

若u∈Wn,则z=0.注意到当 ‖u‖X0 ≥R- 时,有∫Ω
F(x,u)dx≤DV -C-1,所以Jλ(u)<
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DV -1<DV,即(12)式成立.
考虑u∈V Z.利用(5),(6),(7)式可得

Jλ(u)≥
λ-λk

2λk
‖u‖2X0 -

1
2δτ

2
2‖u‖2X0 -(C1+C2)‖u‖X0 =

1
2

λ-λk

λk
-δτ22

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖2X0 -(C1+C2)‖u‖X0

取δ<
λ-λk

λkτ
2
2

,则
λ-λk

λk
-δτ2

2 >0.从而对所有u∈ZV,Jλ(u)有下界,即存在常数D-
λ(与λ 有关)

使得(13)式成立.
考虑u∈Wn.利用(5),(6),(8)式可得

Jλ(u)≤
λ-λk+m

2λk+m
‖u‖2X0 +

1
2δτ

2
2‖u‖2X0 +(C1+C2)‖u‖X0 =

1
2

λ-λk+m

λk+m
+δτ22

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖2X0 +(C1+C2)‖u‖X0

取δ<
λk+m -λ
λk+mτ

2
2

,则
λ-λk+m

λk+m
+δτ2

2<0.这意味着当u∈Wn 且‖u‖X0 →∞时,Jλ(u)→-∞.因此,存

在足够大的常数ρ-
λ >R->0使得(14)式成立.

令Jλ,n 为Jλ 限制在子空间En 上的泛函,即Jλ,n=Jλ|En
.显然,在定理1的假设下,Jλ,n 与Jλ 在子空

间V,Z,Wn 上满足相同的估计,即对泛函Jλ,n,引理1中的估计仍成立.下面的引理表明泛函Jλ,n 在空间

En(n>k+m)上满足(PS)条件(证明将在最后给出):
引理2 设λ∈(λk,λk+m).在定理1的条件下,泛函Jλ,n 满足(PS)条件,即:假设序列{ui}⊂En 使

得Jλ,n(ui)有界,|<J'
λ,n(ui),ϕ>|≤i‖ϕ‖X0

对每个ϕ∈En 成立,其中,当i→∞时i→0.则{ui}在

En 中有收敛子列.
由引理1和引理2知,对每个n>k+m,泛函Jλ,n 在空间En 上存在2个鞍点结构的临界点.事实上,

在子空间V 和ZWn 上,由不等式(10)及(11)确定一个鞍点结构;在子空间VZ 和Wn 上,由不等式

(13)及(14)也确定一个鞍点结构.因此,存在泛函Jλ,n 的临界点un,vn ∈En,满足:

c-
n =Jλ,n(un)=inf

γ∈Γ1
sup

u∈R-BWnZ

Jλ,n(γ(u))   d-
n =Jλ,n(vn)=inf

γ∈Γ2
sup

u∈ρ-λBWn

Jλ,n(γ(u))

其中:

Γ1={γ∈C0(R-BWnZ
;X0):γ|R-SWnZ =Id}

Γ2={γ∈C0(ρ-
λBWn

;X0):γ|ρ-λSWn
=Id}

  引理3 在引理1的条件下,对每个n>k+m,有d-
n ∈ [D-

λ,DV]及c-
n ∈ [DV +1,T],其中

T >0是与n 无关的常数.

证  根据d-
n,c-

n 的定义,d-
n ≥D-

λ,c-
n ≥DV +1.定义连续映射γ1:ρ

-
λBWn

→En 使得

γ1(u)=
u+[(R-)2-‖u‖2X0]

1
2ek ‖u‖X0 ≤R-

u R-≤ ‖u‖X0 ≤ρ-
λ

ì

î

í

ïï

ïï

其中ek ∈Z 且 ‖ek‖X0 =1.于是,当 ‖u‖X0 ≤R- 时,由(11)式知Jλ,n(γ1(u))<DV;当R-≤

‖u‖X0 ≤ρ-
λ 时,由(12)式知Jλ,n(γ1(u))<DV.因此,sup

u∈ρ-
λBV

Jλ,n(γ1(u))<DV,这蕴含d-
n <DV.

由于恒等映射属于Γ1,故c-
n ≤ sup

u∈R-BWnZ

Jλ,n(u).设u∈Wn Z,令w ∈Wn,z∈Z,使得u=w+
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z.注意到λ∈ (λk,λk +ε1),由(5),(6),(7)式和(9)式得

Jλ,n(u)≤
λ-λk+m

2λk+m
‖w‖2X0 +

λ-λk

2λk
‖z‖2X0 +

1
2δτ

2
2‖u‖2X0 +(C1+C2)‖u‖X0 ≤

1
2

ε1
λk

+δτ22
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖2X0 +(C1+C2)‖u‖X0

这说明Jλ,n(u)在有界集R-BWnZ
上关于n上方一致有界.因此,存在与n无关的常数T,使得c-

n ≤T.故

D-
λ ≤d-

n <DV <DV +1≤c-
n ≤T

  我们还需要下述引理(其证明将在最后给出):

  引理4 假设λ∈(λk,λk+m),序列{ui}⊂X0(Ω),使得对每个i∈N,有ui∈Ei 且Jλ,i(ui)有界,

|<J'
λ,i(ui),ϕ>|≤i‖ϕ‖X0

对每个ϕ∈Ei 成立,其中当i→ ∞ 时i →0.则{ui}在X0(Ω)中有界.
定理1的证明  首先,根据引理3,存在d-∈ [D-

λ,DV]及c-∈ [DV +1,T],使得当n→ ∞ 时,

通过取子列,有d-
n →d- 及c-

n →c-.我们断言:存在泛函Jλ 的临界点u0 和v0,满足Jλ(u0)=c- 和

Jλ(v0)=d-.事实上,由鞍点定理可知,对每个n>k+m,有Jλ,n(un)=c-
n 以及

<J'
λ,n(un),ϕ>=0   ∀ϕ∈En (17)

由引理4知{un}在X0(Ω)中有界.于是,存在u0 ∈X0(Ω),使得:

un⇀u0   x∈X0(Ω)

un →u0   x∈L2(Ω)
固定整数p 满足p>k+m.在(17)式中取ϕ∈Ep,则对任意n>p,有

<J'
λ,n(un),ϕ>=λ∫Ω

unϕdx-<un,ϕ>X0 +∫Ω
f(x,un)ϕdx+∫Ω

hϕdx=0 (18)

对(18)式取极限,得

λ∫Ω
u0ϕdx-<u0,ϕ>X0 +∫Ω

f(x,u0)ϕdx+∫Ω
hϕdx=0

这表明<J'
λ(u0),ϕ>=0对每个ϕ∈Ep 成立.因为 ∪

p>k+m
Ep 在X0(Ω)中稠密,因此J'

λ(u0)=0,这蕴含u0

为泛函Jλ 在X0(Ω)中的临界点.

接下来,我们证明Jλ(u0)=c-.令Pn:X0(Ω) →span{ϕ1,…,ϕn}为正交投影.于是,Pn(u0)∈En,

且当n→ ∞ 时,Pn(u0)→u0(x∈X0(Ω)).显然un -Pnu0∈En.在(17)式中取ϕ=un -Pnu0,得

<J'
λ,n(un),un -Pnu0>=0   n>k+m (19)

注意到un -Pnu0→0(x∈L2(Ω)),且{un}在L2(Ω)中关于n一致有界,因此,当n→ ∞ 时,λ∫Ω
u0(un -

Pnu0)dx→0.于是,由(19)式得,当n→ ∞ 时,<un,un -Pnu0>X0 →0.故

<un,un>X0 -<un,u0>X0 +<un,u0-Pnu0>X0 →0 (20)

根据Pnu0 →u0(x ∈X0(Ω)),及{un}在X0(Ω)中有界知,(20)式中最后一项<un,u0-Pnu0>X0 →0,

这蕴含<un,un>X0 → <u

0,u0>X0,即 ‖un‖X0 → ‖u


0‖X0.结合un⇀u0(x ∈X0(Ω)),得un →u0(x ∈

X0(Ω)).因此,Jλ(un)→Jλ(u0),这表明Jλ(u0)=c-.

再次利用鞍点定理得,对每个n>k+m,存在{vn}⊂X0(Ω),使得Jλ,n(vn)=d-
n,<J'

λ,n(vn),ϕ>=
0(∀ϕ∈En).

重复上面的讨论可知,存在v0∈X0(Ω)为Jλ 的临界点,使得vn→v0(x∈X0(Ω)),且Jλ(v0)=d-.

因为d-≤DV -1<DV ≤c-,则u0 ≠v0.
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最后,我们给出与紧性有关的两个引理的证明.
引理4的证明  令ui=vi+wi,其中vi ∈V Z,wi ∈Wi.联合(7),(8)式得

<J'
λ,i(ui),wi-vi>=λ∫Ω

(wi-vi)(vi+wi)dx-<vi+wi,wi-vi>X0 +

∫Ω
f(x,vi+wi)(wi-vi)dx+∫Ω

h(wi-vi)dx≤

λ∫Ω
w2

idx-‖wi‖2X0( ) - λ∫Ω
v2

idx-‖vi‖2X0( ) +

∫Ω
f(x,vi+wi)(wi-vi)dx+∫Ω

h(wi-vi)dx (21)

根据(4)式和(6)式知,(21)式的最后两项有如下估计:

∫Ω
|f(x,vi+wi)||vi-wi|dx≤

∫Ω
δ|vi+wi||vi-wi|dx+∫Ω

Mδ|vi-wi|dx≤

δτ22(‖vi‖2X0 +‖wi‖2X0)+Mδτ2(‖vi‖X0 +‖wi‖X0
) (22)

和

∫Ω
|h||vi-wi|dx≤τ2‖h‖L2(‖vi‖X0 +‖wi‖X0

) (23)

当n→ ∞ 时,J'
λ,i(ui)→ ∞.故当i充分大时,有

|<J'
λ,i(ui),wi-vi>|≤ ‖wi-vi‖X0 ≤ (‖vi‖X0 +‖wi‖X0

)

因此,结合(21),(22)和(22)式可知

1-
λ

λk+m
-δτ22

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖wi‖2X0 +

λ
λk

-1-δτ22
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖vi‖2X0 ≤ (24)

(Mδτ2+τ2‖h‖L2 +1)(‖vi‖X0 +‖wi‖X0
) (25)

取

δ<min1-
λ

λk+m

,λ
λk

-1{ }τ-2
2

则(24)式蕴含{ui}有界.
引理2的证明  由引理4的证明过程可知,对固定的n,若{ui}⊂En 为(PS)序列,则{ui}在En 中

有界.注意到dimEn < ∞,立即可得{ui}有收敛子列.
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MultiplicityResultsforFractionalElliptic
EquationswithNearResonance

SONGShu-zhi, CHENShang-jie
SchoolofMathematicsandStatistics,ChongqingTechnologyandBusinessUniversity,Chongqing400067,China

Abstract:Thepresentpaperconsidersthemultiplicityofthesolutionforfractionalellipticequationswhen
theparameterofthelineartermapproximatestothenon-principaleigenvaluefromtheright.Ontheone
hand,weestablishtheexistenceofthefirstsolutionofsaddlepointgeometrybycalculatingtheenergy
levelofthefunctionalondifferenteigenspaces.Ontheotherhand,weobtainthesecondsolutionbyapply-
ingthesaddletheoremandtheGalerkinapproximationmethodandbyevaluatingtheenergylevelonthe
eigenspacewhenthelinearpartisnearresonance.
Keywords:fractionalellipticequation;nearresonance;saddlepointgeometry;Galerkinapproximation
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