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约束对应的图像拓扑下
拟变分不等式解的稳定性①
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摘要:以往关于拟变分不等式解的稳定性的研究,都采用约束映射之间的一致度量.现采用约束映射图像之间的

Hausdorff度量,并在此弱图像拓扑下,得到了拟变分不等式解的稳定性,即在Baire分类的意义下,大多数的拟变

分不等式的解均是本质的.
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设E 是赋范线性空间,X 为E 中的非空闭子集.设G:X →2X 为非空的集值映射(即对任何x∈X,

G(x)是X 的非空子集),f:X×X →R是泛函,则拟变分不等式问题(QVIP)为:求x∈X,满足x∈
G(x),且使得f(x,y)≤0(y∈G(x)),其中x 是(QVIP)的解.

文献[1-2]在研究与随机脉冲和控制相关的问题时提出了拟变分不等式.关于拟变分不等式解的存在

性及其求解算法已经有相当多的成果[3-6].数学问题解的稳定性在理论、算法和应用上是非常重要的.但

是,除了少数的数学问题外,大多数的数学问题都不能保证解的稳定性.人们自然要问,在什么情况下,解

是稳定的? 一类问题中的大多数问题都有稳定解? 人们已经取得许多结论(如文献[7]).需要指出的是,以

上关于拟变分不等式解的研究是基于约束映射所构成的空间一致拓扑.正如文献[8]指出,集值映射的图像

拓扑允许比一致拓扑有更大的扰动,因为它同时考虑集值映射和可行策略集的扰动.文献[9-11]研究了图

像拓扑意义下一些非线性问题解的稳定性.受到以上文献的启发,本文将图像拓扑引入到拟变分不等式问

题中,利用非线性问题解的稳定性的研究模式得到拟变分不等式解的稳定性.
设 X 为赋范线性空间E 中的一个非空凸紧集,记Φ 为所有满足下列条件的函数f:X×X →R

的全体:
(h1)f(x,y)在X ×X 上是下半连续的;

(h2)∀x ∈X,y| →f(x,y)是凹的;

(h3)∀y∈X,f(y,y)≤0;
(h4) sup

(x,y)∈(X×X)
|f(x,y)|<+∞.
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记Ψ 为所有满足下列条件的集值映射G:X →2X 的全体:
(h5)∀x ∈X,G(x)是非空凸紧集;
(h6)G 在X 上是上半连续的.
记M =Φ×Ψ,对任意的u1=(f1,G1),u2=(f2,G2),在M 上定义u1,u2 之间的距离为

ρ(u1,u2)= sup
(x,y)∈(X×X)

|f1(x,y)-f2(x,y)|+h(Graph(G1),Graph(G2))

其中h 为X 上的Hausdorff距离.
  注1 显然ρ 是度量.另外,此处的ρ 不同于文献[7]中定义的度量ρ',

ρ'(u1,u2)= sup
(x,y)∈(X×X)

|f1(x,y)-f2(x,y)|+sup
x∈X

h(G1(x),G2(x))

  定理1 (M,ρ)是完备度量空间.
  证  设 un{ } 是M 中的任意一个Cauchy列,则对 ∀ε>0,存在正整数n1,使得对 ∀m,n>n1,有

ρ(um,un)= sup
(x,y)∈(X×X)

|fm(x,y)-fn(x,y)|+h(Graph(Gm),Graph(Gn))<ε

  因X 为赋范线性空间E中的一个非空凸紧集,由文献[12]的定理1.5.4,对∀(x,y)∈(X×X),存

在函数f(x,y),使得fn(x,y)→f(x,y)(n→∞).又因Graph(Gn)为K(X×X)中的Cauchy列,由

文献[13],存在非空紧集D2 ∈K(X ×X),使得Graph(Gn)→D2.
设D2 在X 上的投影为A,定义集值映射为G:A →2A,且

G(x)={y∈X:(x,y)∈D2}   ∀x∈X
则Graph(G)=D2,从而Graph(Gn)→Graph(G).

∀x ∈X,有(x,yn)∈Graph(Gn),即yn ∈Gn(x).由于Gn(x)为紧的,不妨设yn →y.
由文献[13]和Graph(Gn)→Graph(G),有(x,y)∈Graph(G),y∈G(x),进一步得到G 在x∈X

处存在.
令u= (f,G),故un →u.容易得到,∀x∈X,y→f(x,y)是凹的.由文献[12]的定理2.2.1,

且D2 为紧的,从而G 在A 上是上半连续且紧的.由(xn,yn)→(x,y),故存在正整数n2(n2>n1).对

∀n>n2,再由fn →f,有

f(xn,yn)>fn(xn,yn)-ε>fn(x,y)-2ε>f(x,y)-3ε
由ε的任意性,f(x,y)在(x,y)处是下半连续的.

对 ∀y1,y2 ∈G(x),有(x,y1),(x,y2)∈ Graph(G).对 ∀x ∈X,存在(x,y1
n),(x,y2

n)∈
Graph(Gn),使得y1

n →y1,y2
n →y2.

因Gn(x)为凸集,有λy1
n +(1-λ)y2

n ∈Gn(x),即

(x,λy1
n +(1-λ)y2

n)∈Graph(Gn)

由文献[13],令n→ ∞,有

(x,λy1+(1-λ)y2)∈Graph(G)
即λy1+(1-λ)y2 ∈G(x),故G(x)为凸集.

对 ∀y∈G(x),由Graph(Gn)→Graph(G),Gn(yn)与G(y)都是非空紧集,存在yn ∈Gn(yn),使

得yn →y,且fn(yn,yn)≤0.由fn 和f 下半连续,有

f(y,y)<fn(y,y)+
ε
2 <fn(yn,yn)+ε≤ε

由ε的任意性,故f(y,y)≤0.于是u=(f,G)∈M.因此,(M,ρ)是一个完备度量空间.
对任意u=(f,G)∈M,由文献[12]的系3.2.1,存在x* ∈X,使得x* ∈G(x*),且 ∀y ∈

G(x*),有f(x*,y)≤0.记

F(u)={x∈X:x∈G(x),f(x,y)≤0,∀y∈G(x)}
为拟变分不等式u的解的全体,则F 是一个由M 到X 的集值映射,且这样定义的映射F 具有下面的性质:
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定理2 F 在M 上是一个上半连续紧值映射.
证  因un →u,则fn →f,Graph(Gn)→Graph(G).由xn ∈F(un),知xn ∈Gn(xn),即(xn,xn)∈

Graph(Gn).
由un →u,知Graph(Gn)→Graph(G).于是由文献[13]知,序列{(xn,xn)}必有聚点(x,x)∈

Graph(G),即有子列{(xnk
,xnk

)},(xnk
,xnk

)→(x,x)∈Graph(G),从而x ∈G(x).
对 ∀y∈G(x),有(x,y)∈Graph(G).由un →u,知Graph(Gn)→Graph(G),且Gn(x)与G(x)

都是非空紧集,则存在yn ∈Gn(x),使得yn →y,且fn(x,yn)≤0.
由fn →f,fn 和f 下半连续,则有

f(x,y)<f(x,yn)+
ε
2 <fn(x,yn)+ε≤ε

由ε的任意性,故f(x,y)≤0.因此,x ∈G(x),∀y∈G(x),f(x,y)≤0,x ∈F(u).
对集值映射F,定义拟变分不等式u 的本质解概念如下:

定义1 􀃠 对 ∀u∈M,且x ∈F(u),如果对x 的任意开邻域U(x),存在u的开邻域O(u),使得

∀u' ∈O(u),存在x' ∈F(u'),而x' ∈U(x),则称x 是拟变分不等式u 的本质解;

􀃡 如果对 ∀x ∈F(u),x 都是本质解,则称拟变分不等式u 是本质的.
由定义1及集值映射下半连续和连续的定义,易知有下面的结论:

引理1 􀃠u∈M 是本质的当且仅当F 在u∈M 处下半连续;

􀃡 若F 在M 上是上半连续的,则F 在u 处连续当且仅当u 是本质的.
证  只证明 􀃠.
必要性  若u∈M,对X 中任意开集U,U ∩F(u)≠Ø,取x ∈U ∩F(u),则U 是x 的开邻域.

因u 是本质的,故x ∈F(u)必是本质的.则存在u的开邻域O(u),使得u' ∈O(u),有x' ∈F(u'),而

x' ∈U,于是,U ∩F(u')≠Ø.因此,F 在u 处下半连续.
充分性  对 ∀u∈M,∀x ∈F(u),x 的任意开邻域U(x),有U(x)∩F(u)≠Ø.因F 在u处下

半连续,故存在u 的开邻域O(u),使得u' ∈O(u),有U(x)∩F(u')≠Ø.取x' ∈U(x)∩F(u'),则

x' ∈F(u'),而x' ∈U(x),则x 必是本质的,则u 是本质的.
由本质解的定义、文献[12]的定理2.3.1、定理1、定理2及引理1,得到以下稳定性的结论:

定理3 存在M 中的稠密剩余集Q,使得对 ∀u∈Q,F 在u处下半连续,且拟变分不等式u是本质

的.即在Baire分类的意义下,大多数的拟变分不等式都是本质的.
证  因(M,ρ)是完备度量空间,故(M,ρ)是Baire空间、F 在M 上是一个usco映射、由文献[12]的

定理2.3.1,存在M 中的稠密剩余集Q,使得对 ∀u∈Q,F 在u处下半连续,再由引理1,拟变分不等式

u 都是本质的.
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Abstract:Onthestabilityofsolutionstoquasi-variationalinequalities,previousresearchersusuallyinves-
tigateditwithuniformmetrictopologybetweenconstraintmappings.Inthepresentstudy,theHausdorff
distanceofgraphbetweenconstrainedmappingsisused,andthestabilityofsolutionstoquasi-variational
inequalitiesisobtainedunderthisweak-graphtopology,i.e.,inthesenseoftheBairecategory,thesolu-
tionstomostquasi-variationalinequalitiesareessential.
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