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摘要:利用共轭投影梯度技术,
 

结合滤子算法的思想,
 

通过修正搜索方向,
 

建立了一个新的共轭投影梯度滤子算

法.
 

该算法不需要求解二次规划子问题,
 

而且能有效避免常规滤子算法中的恢复算法.
 

在适当的条件下,
 

证明了算

法的全局收敛性.
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本文考虑如下非线性规划问题:

min
x∈Rn

 
f(x)

s.t.
 

cj(x)≤0,
 

j∈I={1,
 

2,
 

…,
 

m} (1)
其中:

 

x ∈Rn,
 

f:
 

Rn →R,
 

cj(j∈I):
 

Rn →R是二次连续可微的.
 

可行集X={x∈Rn|cj(x)≤0,
 

j∈I},
 

有效集I(x)={j∈I|cj(x)=0}.
非线性规划问题广泛应用于工程和社会生活的各个领域,

 

并在其中起着举足轻重的作用.
 

非线性规划

问题的求解主要是最优性和可行性.
 

为了使这两个规则都能满足,
 

算法需要在迭代过程中每一步都保持这

两种规则的平衡.
 

目前关于非线性规划问题的求解方法多种多样[1-12].
 

近年来,
 

滤子法引起很多学者的密

切关注.
 

滤子法最早由Fletecher和Leyffer提出[1],
 

它能有效避免选择罚函数的困难且具有良好的数值结

果,
 

从而近年来被广泛应用于各种优化问题的求解中[2-6].
 

共轭投影梯度算法是解决非线性规划问题的另

外一种有效算法[7].
 

文献[8]将SQP方法和广义投影技巧结合,
 

提出一个具有显式主搜索方向的共轭投影

梯度算法,
 

有效地简化了算法结构及计算工作量.
 

为此,
 

在文献[8]的基础上,
 

本文提出一个修正的共轭投

影梯度算法.
 

该方法保证了每个试探点都不会远离可行域,
 

同时在合适的条件下证明了算法的收敛性.

1 相关理论知识

1.1 相关符号

对于问题(1)的近似解xk ∈X,
 

σk >0,
 

正定矩阵Bk=B(xk),
 

集合Lk ⊆I,
 

为了便于讨论给出以下

记号:

gk
j =gj(xk)=∇cj(xk),

 

Hk
j =Hj(xk)=∇2cj(xk)

F(xk)=(cj(xk),
 

j∈Lk),
 

Ak =A(xk)=(gj(xk),
 

j∈Lk)   j=1,…,m (2)
本文算法引用了文献[7]提出的共轭投影梯度技术,

 

并采用文献[7]中定义的以下各量:
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Qk =Q(xk)=(AT
kB-1

kAk)-1AT
kB-1

k ,
 

Pk =P(xk)=B-1
k (En -AkQk) (3)

πk =π(xk)=-Qk∇f(xk),
 

dk
0=d0(xk)=-Pk∇f(xk)+QT

kVk (4)

Vk =V(xk)=(Vk
j,

 

j∈Lk),
 

Vk
j =

-fj(xk) πk
j >0

πk
j πk

j ≤0 (5)

dk
1=-QT

k(‖dk
0‖τe+F(xk +dk

0)),
 

e=(1,
 

…,
 

1),
 

dk =dk
0+dk

1 (6)

ρk =-∇f(xk)Tdk
0,

 

dk
2=

-ρk

1+2|eTπk|
QT

ke,
 

qk =ρk(dk
0+dk

2) (7)

  定义1[7] 如果函数μ(x):
 

Rn →Rm 满足以下条件:

1)
 

μ(x)连续.
2)

 

当x* 是问题(1)的K-T点时,
 

μ(x*)为相应的K-T乘子.
则称μ(x)为乘子函数.
1.2 滤子技术

滤子技术能很好地平衡目标函数和约束条件,
 

对于每次迭代,
 

试探点被接受当且仅当约束违反度函数

值或目标函数值相对于当前的滤子集中的点有充分的下降.
本文定义约束违反度函数为

h(x)=‖c(x)+ ‖∞ (8)
其中

c(x)+=max{0,
 

cj(x):
 

j∈I}

  易知h(x)=0的充要条件是保证迭代点x是可行点,
 

所以试探点应该使得约束违反度函数值降低或目

标函数值减小.
 

为了保证这两项至少有一项满足,
 

参照文献[1]引入滤子的相关定义.
  定义2 称点x1 支配点x2 当且仅当

h(x1)≤h(x2)
 

且
 

f(x1)≤f(x2) (9)

  定义3 滤子为具有形式为(hi,
 

fi)的点集Z,
 

使得任意点不能被其他点支配,
 

即h(xi)≤h(xj)或

f(xi)≤f(xj)对所有的i≠j成立.
在实际计算中,

 

为了获得全局收敛性,
 

需要添加一些条件,
 

如文献[1]中定义了一个“包络”来阻止点

任意接近滤子.
 

从而有以下滤子准则:
定义4 一个点被滤子接受当且仅当对任意的(hj,

 

fj)∈Z 有

h(x)≤βhj 或f(x)≤fj -γhj (10)
其中:

 

hj =h(xj);
 

fj =f(xj);
 

0<γ<β<1且γ→0,
 

β→1.
在算法的进程中需要将(hj,

 

fj)对添加到滤子中,
 

如果一个点xk 被滤子集Z 接受,
 

则令xk+1=xk +
tkdk 且滤子按如下的规则更新

Zk+1=Zk ∪ {(hk+1,
 

fk+1)}\Dk+1 (11)
其中

Dk+1={(hj,
 

fj)|hj ≥hk,
 

fj -γhj ≥fk -γhk,
 

∀(hj,
 

fj)∈Zk}
事实上,

 

这里“点x 被滤子集Z 接受”严格上说是将(hj,
 

fj)对添加到滤子集中.
 

如果点xk 被滤子集接受

或者已在滤子集中,
 

那么满足

h(x)≤ (1-γ)hk
 且

 

f(x)≤fk -γhk (12)
的点x 也是被滤子接受的.

2 算法模型

算法1
步0(初始化) 给定x0∈Rn,

 

μ(x0)∈Rm,
 

B0 是对称正定矩阵,
 

选择σ0,ξ,ε,v∈(0,
 

1),
 

τ∈(2,
 

3),
 

δ>2且α1,α2,η∈ (0,
 

1),
 

t0=1,
 

初始化滤子集Z0,
 

并令k=0.
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步1(有效集Lk)
(a)

 

令i=0,
 

σk,i=σ0;

(b)
 

若det(AT
kAk)>σk,i,

 

令Lk =Lk,i,
 

ik =i,
 

转步2,
 

否则转步1(c),
 

其中:

Lk,i={j∈I|-σk,i|μj(xk)|≤fj(xk)≤0},
 

Ak,i=(gj(xk),
 

j∈Lk,i)

  (c)
 

令i=i+1,
 

σk,i=0.5σk,i-1,
 

返回步1(b).

  步2(搜索方向) 通过式(2)-(5)获得dk
0.

 

若dk
0=0,

 

则获得一个K-T点,
 

停止.
 

否则,
 

通过式(6)

计算dk.
若

∇f(xk)Tdk
0 ≤min{-ξ‖dk

0‖δ,
 

-ξ‖dk‖δ} (13)
则转步3.

 

否则,
 

转步4.
步3(滤子准则) 若xk +tkdk 不被滤子接受,

 

则令xk+1=xk,
 

tk+1=0.5tk,
 

k=k+1,
 

转步4.
 

若xk +tkdk 被滤子接受,
 

则令xk+1=xk +dk,
 

fk+1=f(xk +dk),
 

hk+1=h(xk +dk),
 

并去除那些

被xk+1 支配的点,
 

更新滤子集Zk+1,
 

转步5.

步4(线搜索) 通过式(7)获得qk,
 

取 1,
 1
2
,

 1
4
,

 

…  的最大值为λk,
 

使其满足

f(xk +λkqk)≤f(xk)+vλk∇f(xk)Tqk (14)

cj(xk +λkqk)≤0,
 

j∈I (15)

令dk =qk,
 

tk =λk.
步5(迭代更新) 令xk+1=xk +tkdk,

 

更新正定对称矩阵Bk+1,
 

k=k+1.
 

返回步1.

3 算法的可行性和收敛性分析

算法A需要以下理论的支持.
假设A
(A1)

 

迭代序列{xk}⊆X 非空且位于Rn 中的有界闭凸子集内;
(A2)

 

对任意的x ∈Rn,
 

向量组{∇cj(x),
 

j∈I(x)}是线性无关的;

(A3)
 

∀k,
 

Bk ∈Rn 是一个n 阶对称正定矩阵且{Bk}一致有界;
(A4)

 

目标函数f(x)和约束违反度函数h(x)都是二次连续可微的.
(A5)

 

存在两个常数0<a≤b,
 

使得a‖d‖2 ≤dTBkd≤b‖d‖2,
 

∀k,
 

∀d∈Rn.
由于集合Lk ⊆I的有限性,

 

不妨设存在无穷子列K,
 

使得

xk →x*,
 

Bk →B*,
 

Lk ≡L,
 

k∈K
其中L 为一个固定指标集.

 

记A*,
 

Q*,
 

P*,
 

π*,
 

V*,
 

d*
0 ,

 

d*,
 

q* 分别为式(3)-(7)中各式在x* 处以

B* 代替B(x*)的相应各量,
 

则Ak →A*,
 

Qk →Q*,
 

Pk →P*,
 

dk
0 →d*

0 ,
 

qk →q*,
 

k∈K,
 

k→ ∞.
引理1 对任意的迭代指标k,

 

算法1步1(b)和步1(c)之间的循环有限步终止.
证  利用反证法.
假设算法在步1(b)和步1(c)之间无限循环,

 

则由算法结构知,

det(AT
kAk)≤

1
2i
σ0   i=1,2,…

由Lk,i 的定义有

Lk,i ⊇Lk,i+1

又集合I是个有限集,
 

从而对充分大的i有

Lk,i=Lk,i+1

并定义为L*
k .

 

令i→ ∞,
 

则
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det(AT
kAk)=0   J*

k =I(xk)
这与假设(A2)矛盾.

引理2 若假设A满足且迭代点xk ∈X,
 

则有下列结论成立

1)
 

xk 是问题(1)的K-T点当且仅当dk
0=0.

2)
 

若xk 不是问题(1)的K-T点,
 

则dk 仍是问题(1)在点xk 处的一个可行下降方向,
 

即有

∇f(xk)Tdk
0 <0,

 

∇f(xk)Tqk ≤-
1
2ρ

2
k <0,

 

(gk
j)Tdk

0 ≤0,
 

(gk
j)Tqk <0,

 

j∈I(xk)

  证  参考文献[7]中定理1的证明.
  引理3[7]

 

 对于算法1产生的序列{xk},
 

设x* 是它的任意一个聚点.
 

若xk+1=xk+tkdk 均由步4和

步5产生,
 

且x* 不是问题(1)的K-T点,
 

则有

∇f(x*)Tq* <0,
 

gj(x*)Tq* <0,
 

j∈I(x*)

λk ≥λ* =inf{λk}>0,
 

k∈K
  引理4 算法是可执行的.
  证  只需证明在假设A 成立的前提下,

 

当k充分大时,
 

算法不再执行步4.
 

由算法知,
 

只需证明由

步4产生的迭代点也一定能被滤子接受.
 

假设算法不能有限步终止,
 

则有tk→0,
 

k→∞,
 

且新的迭代点

xk+1=xk +tkqk 不能被滤子接受.
 

下面分两种情况讨论.
1)

 

若hk =0.
 

由h(x)的定义可得,

hk+1=max{0,
 

cj(xk+1)}=max{0,
 

cj(xk)+tk(gk
j)Tqk +O‖tkqk‖2}

由引理1知,
(gk

j)Tqk <0
结合tk →0,

 

k→ ∞,
 

则存在一个常数β,
 

使得

hk+1 ≤max{0,
 

βcj(xk)}≤βhk (16)
再由式(14)和引理2知

f(xk+1)≤f(xk)+vλk∇f(xk)Tqk ≤f(xk)-vλk
1
2ρ

2
k ≤f(xk)-cρ2

k,
 

0<c<1

故

f(xk+1)≤f(xk) (17)
由式(16)-(17)可知新的迭代点xk+1=xk +tkqk 能被滤子和xk 接受.

 

矛盾.
2)

 

若hk ≠0.
 

类似于情况(1),
 

可得hk+1 ≤βhk.
 

由于xk 被滤子接受,
 

所以有

hk ≤βhj 或fk ≤fj -γhj,
 

∀(hj,
 

fj)∈Z
由假设迭代点xk+1=xk +tkqk 不能被滤子接受,

 

则有

hj ≥hk (18)
和

fj -γhj ≥fk -γhk (19)

对于点xk,
 

若hk ≤βhi 成立,
 

则由引理1知,
(gk

j)Tqk <0
结合tk →0,

 

k→ ∞,
 

则存在一个常数β,
 

使得

hk+1=max{0,
 

cj(xk+1)}≤max{0,
 

cj(xk)}≤hk ≤βhj

这与式(18)矛盾.
对于点xk,

 

若fk ≤fj -βhj 成立,
 

则由引理1知,
(gk

j)Tqk <0
结合tk →0,

 

k→ ∞,
 

则存在一个常数β,
 

使得

f(xk+1)=f(xk)+tk∇f(xk)Tqk +O(‖tkqk‖2)≤f(xk)≤fj -βhj
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这与式(19)矛盾.
  综上分析,

 

当k充分大时,
 

算法不再执行步4,
 

即算法是有效的.
  引理5[9] 考虑{xk}是进入滤子集的无穷序列,

 

与其对应的h(xk)>0且{f(xk)}有下界,
 

则

lim
k→∞

 
h(xk)=0

  引理6[9] 1)
 

如果有无限多个点被添加到滤子集中,
 

则

lim
k→∞

 
h(xk)=0

  2)
 

如果有有限多个点被添加到滤子集中,
 

则存在一个k1,
 

使得当k>k1 时,
 

有

lim
k→∞

 
h(xk)=0

  引理7 按式(6)计算的主方向dk 满足 ‖dk‖ ~ ‖dk
0‖,

 

‖dk
1‖=O(‖dk

0‖2).

  证 由算法1步4中λk 的取法易知,
 

当k充分大时,
 

有λk ≡1,
 

此时xk+1=xk+dk.
 

当j∈I*

时有

cj(xk+1)=cj(xk +dk)=cj(xk +dk
0+dk

1)=

cj(xk +dk
0)+(gk

j)Tdk
1+O(‖dk

1‖2)=cj(xk +dk
0)+(gk

j)Tdk
1+O(‖dk

0‖3)
而

AT
kdk

1=-‖dk
0‖τe-F(xk +dk

0),
 

故gj(xk)Tdk
1=-‖dk

0‖τ -cj(xk +dk
0)

所以,

cj(xk+1)=cj(xk +dk)=-‖dk
0‖τ +O(‖dk

0‖3),
 

τ∈ (2,
 

3)
从而当k充分大时有,

‖dk
1‖=O(‖dk

0‖2),
 

‖dk‖ ~ ‖dk
0‖

  定理1 在假设A 成立的前提下,
 

算法1或有限次迭代终止于问题(1)的一个K-T点xk,
 

或产生一

个无穷迭代序列{xk},
 

使得它的任意一个聚点x* 是问题(1)的K-T点.
证  若算法1终止于点xk,

 

则dk
0=0.

 

故由引理2可知迭代点xk 是问题(1)的K-T点.
 

即证明

了定理1的前半部分.
 

下面假设x* 为无穷迭代序列{xk}的任意一个聚点,
 

不妨设当k→ ∞ 时有xk →
x*,

 

k∈K,
 

其中K 为无穷指标集.
 

下面分情况讨论.
1)

 

若存在一个无穷序列K1⊆K,
 

使得迭代点xk+1=xk+tkdk 均由算法1步2和步3产生.
 

结合引理

5、
 

引理6知lim
k→∞

 
h(xk)=0.

 

若 lim
k∈K1,

 

k→∞
 
‖dk‖=0,

 

则易知x* 是一个K-T点.
 

由lim
k→∞

 
h(xk)=0和假设

A中的(A5)可设存在一个k0,
 

使得当k>k0,
 

k∈K1,
 

有h(xk)≤
aε2

2M ≤
a‖dk‖2

2M ≤
(dk)TBkd

k

2M
,

 

结合

K-T条件,
 

对所有的k>k0,
 

k∈K1 有

∇f(xk)Tdk =-(dk)TBkdk -(dk)TAkωk =-(dk)TBkdk -ωT
kc(xk)=

-(dk)TBkdk +‖ωk‖∞h(xk)≤Mh(xk)-(dk)TBkdk ≤

-0.5(dk)TBkdk ≤-0.5a‖dk‖2

其中ωk 为拉格朗日乘子.
 

从而,

0= lim
k∈K1,k→∞

 

(f(xk+1)-f(xk))=

lim
k∈K1,k→∞

 

(tk∇f(xk)Tdk +O(‖tkdk‖2)≤

lim
k∈K1,k→∞

 
tk∇f(xk)Tdk ≤0

因此

lim
k∈K1,

 

k→∞
 
‖dk‖=0

再结合引理7可得
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lim
k∈K1,

 

k→∞
 
‖dk

0‖=0

而

lim
k∈K1,

 

k→∞
 
dk
0=d*

0

因此,
 

根据引理2的证明,
 

可证x* 是问题(1)的一个K-T点.
2)

 

若存在一个无穷序列K1⊆K,
 

使得若迭代点xk+1=xk+tkdk 均由算法1步4和步5产生,
 

反设x*

不是问题(1)的一个K-T点,
 

则由引理3知

∇f(x*)Tq* <0,
 

gj(x*)Tq* <0,
 

j∈I(x*),
 

λk ≥λ* =inf{λk}>0,
 

k∈K
再由式(14)知

0= lim
k∈K1,k→∞

 

(f(xk+1)-f(xk))≤ lim
k∈K1,k→∞

 
vλk∇f(xk)Tqk ≤0.5vλ*∇f(x*)Tq* <0

这是一个矛盾.
 

因此x* 是问题(1)的一个K-T点.

4 数值实验

在这一部分从数值计算的角度进一步说明本文给出的算法的有效性,
 

算法的编程使用 MATLAB软

件.
 

算法中涉及的参数取值如下:

σ0=0.01,
 

ξ=0.01,
 

ε=0.05,
 

v=0.1,
 

τ=2.25,
 

δ=2.5,
 

γ=0.05,
 

β=0.95,
 

B0=I∈Rn×n

Bk 的更新选自BFGS公式修正[10]:

Bk+1=BFGS(Bk,
 

sk,
 

yk)
其中:

sk =xk+1-xk,
 

y
∧k =∇f(xk+1)-∇f(xk)+∑

m

j=1
 

μk
j(gj(xk+1)-gj(xk)),

 

yk =θy
∧k +(1-θ)Bksk

θ=

1 如果(y
∧k)Tsk ≥0.2(sk)TBksk

0.8(sk)TBks
k

(sk)TBks
k -(y

∧k)Tsk
否则












而乘子函数μ(x)=-(N(x)TN(x)+D(x))-1N(x)T∇f(x),
 

其中N(x)=(gj(x),
 

j∈I),
 

D(x)=
diag(c2j(x),

 

j∈I).
 

终止准则为 ‖dk
0‖ <10-6.

从文献[11]中选取了7个测试问题,
 

对本文的算法进行测试,
 

测试结果见表1.
表1 本文算法与文献[11]的数值结果

问题编号 n m X0 NF1 NG1 NIT1 NF2 NG2 NIT2

hs012 2 1 (0,
 

0)T 10 8 7 13 60 12

hs033 3 6 (0,
 

0,
 

3)T 4 4 3 142 159 48

hs043 4 3 (0,
 

0,
 

0,
 

0)T 19 12 11 19 12 11

hs076 4 3 (0.5,
 

0.5,
 

0.5,
 

0.5)T 7 7 6 17 48 13

hs100 7 4 (1,
 

2,
 

0,
 

4,
 

0,
 

1,
 

1)T 37 19 18 65 113 23

hs110 10 20 (9,
 

9,
 

9,
 

9,
 

9,
 

9,
 

9,
 

9,
 

9,
 

9)T 10 8 9 8 16 8

hs113 10 8 (2,
 

3,
 

5,
 

5,
 

1,
 

2,
 

7,
 

3,
 

6,
 

10)T 25 15 14 62 204 33

  表1问题编号即测试问题在文献[11]中的编号,
 

n表示问题中变量的维数,
 

m 表示问题中约束的维数,
 

X0 表示问题的初始点,
 

NF1,NF2 分别表示本文算法和文献[11]的目标函数和约束函数的计算次数,
 

NG1,NG2 分别表示本文算法和文献[11]的梯度的计算次数,
 

NIT1,NIT2 分别表示本文算法和文献[11]
的算法的迭代次数.
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从上述分析可看出,
 

本文给出的修正共轭投影梯度滤子算法是有效可行的.
 

将共轭投影技术引入

到滤子算法使得该算法不需要求解二次规划子问题,
 

而且能有效避免常规滤子算法中的恢复算法,
 

简

化了计算.
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Abstract:
 

A
 

new
 

conjugate
 

projection
 

gradient
 

filter
 

algorithm
 

is
 

established
 

by
 

modifying
 

the
 

search
 

direc-
tion.

 

In
 

this
 

algorithm,
 

conjugate
 

projection
 

gradient
 

technology
 

and
 

filter
 

method
 

are
 

combined.
 

By
 

the
 

introduction
 

of
 

the
 

filter,
 

this
 

algorithm
 

does
 

not
 

need
 

to
 

solve
 

a
 

QP
 

sub-problem.
 

With
 

the
 

idea
 

of
 

the
 

conjugate
 

projection
 

gradient,
 

this
 

method
 

is
 

effective
 

to
 

avoid
 

the
 

restoration
 

algorithm
 

in
 

general
 

filter
 

al-
gorithms.

 

Under
 

some
 

conditions,
 

its
 

global
 

convergence
 

is
 

obtained.
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global
 

convergence
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