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摘要:在有限群的研究中,
 

群的阶和群的元素的共轭类个数是群的两个非常重要的数量,
 

这两个数量对群的结构性

质有很大影响,
 

很多有限群完全可由这两个数量确定.
 

对于阶为23p(p 为奇素数)的有限群,
 

根据分类定理,
 

一共

有19类互不同构的23p 阶群,
 

对这19类23p 阶群,
 

利用它们的生成元与生成关系及数论和群论知识确定了它们的

共轭类,
 

并由此得出了它们的共轭类的个数,
 

进一步对这19类23p阶群的共轭类个数进行比较,
 

得到了23p阶群的

共轭类个数的最小值.
 

反过来,
 

根据已得到的23p 阶群的共轭类个数的最小值及群的阶,
 

利用23p 阶群的分类,
 

对

19类23p 阶群的共轭类个数进行比较,
 

确定了共轭类个数取最小值的23p 阶群的具体结构.
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群的阶和元素的阶及同阶类等数量性质对有限群的刻画至关重要(文献[1-2]).
 

此外共轭类的个数

(文献[3-4])和长度对有限群的结构也有着重要影响,
 

利用这两个量去刻画有限群的结构是近几十年有限

群论研究领域的热点问题.
 

对任一n阶群G,
 

其共轭类个数一定不大于n.
 

当阶固定时,
 

同阶群的群结构或

多或少有些不同,
 

故n 阶群的共轭类个数有一定的存在范围,
 

那么其共轭类个数的下限是多少,
 

以及取得

下限的群结构是怎样的?
 

或者我们可以思考:
 

阶固定的群,
 

当其共轭类个数取得其存在范围的下限时,
 

该

阶群的群结构是否能被唯一确定?
 

若能,
 

则用共轭类个数去刻画有限群的群结构就有了不一样的视角.
 

本

文对23p(p 为奇素数)阶群进行了讨论,
 

给出了其共轭类个数的最小值,
 

并确定了其共轭类个数取得最小

值时的群结构.
本文中Gi(i=1,2,…,19)表示23p(p为奇素数)阶群,

 

k(Gi)表示群Gi 的共轭类个数.
 

取x∈G.
 

xG

表示x所在的共轭类,
 

|xG|表示该共轭类的长度.
 

其他符号都是标准的,
 

可参看文献[3-8].
 

部分方法思

路可参看文献[1-2,9-10].
定理1 对文献[11]的引理1中的Gi(i=1,2,…,19),

 

其共轭类的个数如表1所示.
表1 Gi 共轭类的个数

k(G1) k(G2) k(G3) k(G4) k(G5) k(G6) k(G7) k(G8) k(G9) k(G10)

8p 8p 2p+3 2p+3 5p 5p 2p+6 2p+6 2p+4 2p+6

k(G11) k(G12) k(G13) k(G14) k(G15) k(G16) k(G17) k(G18) k(G19)

2p+6 8p p-1
2 +7 p-1

2 +8 p-1
8 +8 8 8 5 7

  证 观察Gi 的群结构可知G1,G2,G12为交换群,
 

G18≅S4,
 

G3,G4,…,G8的群结构相似,
 

G9,G10,

G11 的群结构相似,
 

G13,G14,G15 的群结构相似,
 

G16,G17,G19 的群结构相似.
 

下面分5个步骤分别讨论
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Gi(i=1,2,…,19)的共轭类个数.
步骤1 计算G1,G2,G12,G18 的共轭类个数.
已知交换群的中心为其自身,

 

又因每个中心元自成一类,
 

故G1,G2,G12 的共轭类个数为8p.
 

由文献

[4]知S4 的共轭类个数为5,
 

故G18 的共轭类个数为5.
步骤2 计算G3,G4,…,G8 的共轭类个数.
以G5 为例,

 

设A=<a>,
 

则|A|=4p,
 

A◁—G5.
 

由文献[5]知Z(G5)=<a2>为2p 阶子群,
 

又因中心

元自成一类,
 

故Z(G5)中元组成2p 个共轭类.
 

现取:
b∈A-Z(G5)   G5 ⊇CG5

(b)⊇A
因为:

|G5∶A|=2   CG5
(b)≠G5

故|CG5
(b)|=|A|,

 

于是|b
G5|=

8p
4p=2.

 

又因4p-2p
2 =p,

 

故A-Z(G5)中元组成p 个长为2的共轭

类.
 

另外G5=A+gA,
 

gA中有2p个2阶元,
 

2p个4阶元.
 

∀x∈gA,
 

若x为2阶元,
 

则CG5
(x)⊇<x>Z.

 

而|<x>Z|=4p,
 

因此4p |CG5
(x)|.

 

又因CG5
(x)≠G5,

 

故:

|CG5
(x)|=4p   |x

G5|=
8p
4p=2

故gA 中2阶元组成p 个共轭类.
 

若x 为4阶元,
 

同理:

CG5
(x)⊇ <x>Z   |<x>Z|=|Z||<x>|

|<x>∩Z|=4p

故gA 中4阶元组成p 个共轭类.
综上所述,

k(G5)=2p+p+p+p=5p
同理可得G3,G4,G6,G7,G8 的共轭类个数.

步骤3 计算G9,G10,G11 的共轭类个数.
以G10 为例,

 

令A=<a,
 

b,
 

c>,
 

则:

|A|=4p   A◁—G10

又因G10 的中心Z=<a>×<b>为4阶循环群,
 

故G10 的中心含4个共轭类,
 

取x ∈A-Z,
 

有

|CG10
(x)|=|A|=4p

因此A-Z 中元组成2p-2个共轭类.
 

又因为:

G10=A+gA   |gA|=4p
其中2阶元和4阶元分别为2p 个.

 

对 ∀y∈gA,
 

若y 为2阶元,
 

则CG10
(y)⊇<y>Z.

 

又因|<y>Z|=8,
 

故8|CG10
(y)|.

 

因为CG10
(y)≠G10,

 

故|CGy
(10)|=8.

 

所以gA 中2阶元的共轭类个数为2.
 

同理,
 

gA
中4阶元的共轭类个数也为2.

综上所述,

k(G10)=4+(2p-2)+2+2=2p+6
同理可得G9,G11 的共轭类个数.

步骤4 计算G13,G14,G15 的共轭类个数.
以G15 为例,

 

由引理1知:

G15=<a,
 

g>   ap =g8=1   g-1ag=ai

i8 ≡1(mod
 

p)   i4 ≡-1(mod
 

p)   p≡1(mod
 

8)
由文献[12]得G15是以<a>为核、

 

<g>为补的Frobenius群,
 

所以G15中有p-1个p阶元,
 

p个2阶元,
 

2p
个4阶元,

 

p 个8阶元.
 

设x 为G15 中的p 阶元,
 

则CG15
(x)=<a>,

 

从而

|x
G15|=

8p
p =8
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所以G15 中p-1个p阶元组成p-1
8

个共轭类.
 

设y为G15 中的2阶元,
 

则|CG15
(y)|=8(见文献[13]),

 

所

以

|y
G15|=

8p
p =8

所以G15 中p个2阶元构成1个共轭类.
 

设z为G15 中的4阶元,
 

则|CG15
(z)|=8,

 

从而|z
G15|=

8p
8 =p,

 

所以G15 中2p个4阶元组成2个共轭类.
 

设w 为G15 中的8阶元,
 

则|CG15
(w)|=8,

 

所以|w
G15|=

8p
8=p.

 

所以G15 中4p个8阶元构成4个共轭类,
 

G15 的中心为1,
 

自成一类.
综上所述,

k(G15)=1+1+2+4+p-1
8 =8+p-1

8
同理可得G13,G14 的共轭类个数.

步骤5 计算G16,G17,G19 的共轭类个数.
以G16 为例,

 

令A= <a,
 

b,
 

c>,
 

A 为G16 的Sylow-2子群,
 

且为初等交换群.
 

Z(G16)=1,
 

自成一类.
 

因

G16 ⊇CG16
(x)⊇A   ∀x∈A-Z

且|G16∶A|为素数,
 

CG16
(b)≠G16,

 

故:

|CG16
(x)|=|A|=8   |x

G16|=
56
8=7

则A-Z 中的7个元组成一个共轭类.
 

又由文献[14]的第三Sylow定理可知G16 的Sylow-7子群的个数为

8.
 

从而G16 中有48个7阶元,
 

此外无其它阶元,
 

令y 为其任一7阶元,
 

则:

CG16
(y)⊇ <y>   |CG16

(y)|=7   |y
G16|=

56
7=8

故7阶元有6个共轭类.
综上所述,

k(G16)=1+1+6=8
同理可得G17,G19 的共轭类个数.

定理2 设G 是23p 阶群,
 

则:


 

当p=3时,
 

k(G)≥5,
 

且k(G)=5当且仅当G ≅G18;
当p=7时,

 

k(G)≥8,
 

且k(G)=8当且仅当G ≅G16.


 

当p≠3,7时,
若p≡3(mod

 

4),
 

则k(G)≥2p+3,
 

且k(G)=2p+3当且仅当G ≅G3,G4;

若p≡5(mod
 

8),
 

则k(G)≥p-1
2 +7,

 

且k(G)=p-1
2 +7当且仅当G ≅G13;

若p≡1(mod
 

8),
 

则k(G)≥p-1
8 +8,

 

且k(G)=p-1
8 +8当且仅当G ≅G15.

证  
 

p=3时,
 

24阶群有15个,
 

即G1,G2,…,G12,G17,G18,G19.
 

又由定理1知,
 

对24阶群G 有

k(G)≥5,
 

且k(G)=5当且仅当G ≅G18.
p=7时,

 

56阶群有13个,
 

即G1,G2,…,G12,G16.
 

又由定理1知,
 

对56阶群G有k(G)≥8,
 

且k(G)=
8当且仅当G≅G16.


 

p≠3,7时,
 

考虑p≡1(mod
 

4)和p≡3(mod
 

4).
 

因p=4n+1,
 

则当n为偶数时,
 

p≡1(mod
 

8);
 

当n 为奇数时,
 

p≡5(mod
 

8).
 

故分以下几种情形:
若p≡3(mod

 

4),
 

则8p 阶群共有12个,
 

即G1,G2,…,G12,
 

于是对8p(p ≡3(mod
 

4))阶群G,
 

有

k(G)≥2p+3,
 

且k(G)=2p+3当且仅当G ≅G3,G4.
若p≡5(mod

 

8),
 

则8p 阶群共有14个,
 

即G1,G2,…,G14,
 

于是对8p(p ≡5(mod
 

8))阶群G,
 

有
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k(G)≥p-1
2 +7,

 

且k(G)=p-1
2 +7当且仅当G ≅G13.

若p≡1(mod
 

8),
 

则8p 阶群共有15个,
 

即G1,G2,…,G15,
 

于是对8p(p ≡1(mod
 

8))阶群G,
 

有

k(G)≥p-1
8 +8,

 

且k(G)=p-1
8 +8当且仅当G ≅G15.
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Abstract:
 

In
 

the
 

study
 

of
 

finite
 

groups,
 

the
 

order
 

of
 

a
 

group
 

and
 

the
 

number
 

of
 

conjugate
 

classes
 

of
 

the
 

ele-
ments

 

of
 

a
 

group
 

are
 

two
 

very
 

important
 

quantities
 

of
 

the
 

group.
 

These
 

two
 

quantities
 

have
 

a
 

great
 

influ-
ence

 

on
 

the
 

structure
 

and
 

properties
 

of
 

the
 

group.
 

Many
 

finite
 

groups
 

can
 

be
 

determined
 

completely
 

by
 

these
 

two
 

quantities.
 

For
 

groups
 

of
 

order
 

23p
 

(p
 

is
 

an
 

odd
 

prime),
 

the
 

number
 

of
 

conjugate
 

classes
 

of
 

19
 

kinds
 

of
 

groups
 

of
 

order
 

23p
 

is
 

determined
 

by
 

using
 

their
 

generators
 

and
 

generative
 

relations
 

as
 

well
 

as
 

the
 

knowledge
 

of
 

number
 

theory
 

and
 

group
 

theory.
 

The
 

number
 

of
 

conjugate
 

classes
 

of
 

the
 

19
 

kinds
 

of
 

groups
 

of
 

order
 

23p
 

is
 

further
 

compared,
 

and
 

the
 

minimum
 

number
 

of
 

conjugate
 

classes
 

of
 

groups
 

of
 

order
 

23p
 

is
 

obtained.
 

According
 

to
 

the
 

minimum
 

number
 

of
 

conjugate
 

classes
 

and
 

the
 

order
 

of
 

groups
 

of
 

order
 

23p,
 

the
 

number
 

of
 

conjugate
 

classes
 

of
 

19
 

groups
 

of
 

order
 

23p
 

is
 

compared
 

by
 

using
 

the
 

classification
 

of
 

groups
 

of
 

order
 

23p,
 

and
 

the
 

concrete
 

structure
 

of
 

groups
 

of
 

order
 

23p
 

with
 

the
 

minimum
 

number
 

of
 

conjugate
 

classes
 

is
 

determined.
Key

 

words:
 

conjugate
 

class
 

number;
 

minimum
 

value;
 

group
 

structure
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