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摘要:设G 是有限群,
 

H ≤G.
 

如果G 中存在子群K ≤G,
 

满足G =KH,
 

且 H ∩K =1,
 

那么称 H 在G 中可

补.
 

研究子群的可补性对有限群结构和性质的影响是群论研究中十分重要的课题.
 

给出了5次交错群A5 的一个新

刻画,
 

即60阶群G ≅A5 的充分必要条件是G 中只有46个不可补子群.
关 键 词:不可补子群;

 

5次交错群;
 

Sylow子群
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本文所讨论的群都是有限群,
 

其他符号都是标准的(见文献[1-2]).
设G 是有限群,

 

H ≤G.
 

如果G 中存在子群K ≤G,
 

满足G=KH,
 

且 H ∩K =1,
 

那么称 H 在G
中可补.

 

特别地,
 

若G 中每个子群均在G 中可补,
 

则称G 是可补的.
 

研究子群的可补性对有限群的结构和

性质的影响是群论研究中十分重要的课题.
 

文献[3]证明了:
 

G可解当且仅当G的所有Sylow子群在G中可

补.
 

后来,
 

更多的学者做了相关的研究.
 

文献[4]证明了:
 

G 可解当且仅当G 的Sylow
 

2 子群和Sylow
 

3
子群在G中可补.

 

文献[5]证明了:
 

G可解当且仅当G的任意奇阶Sylow子群在G中可补.
 

文献[6]证明了:
 

G 可解当且仅当G 的Sylow
 

3 子群、
 

Sylow
 

5 子群和Sylow
 

7 子群在G 中可补;
 

若G 的3阶子群、
 

5
 

阶

子群在G 中可补,
 

则G 可解.
 

由此我们可以发现,
 

G 的某些子群可补对其可解性具有决定性作用.
 

自然而

然,
 

我们希望研究G 的某些子群不可补的情况.
 

于是,
 

我们得到了:
 

设G 为60阶群,
 

其Sylow
 

2 子群为4
阶初等交换2 群;

 

若存在G 的一个2阶子群在G 中不可补,
 

则G≅A5 或G≅A4×C5.
 

我们都知道,
 

A5

是阶最小的单群,
 

并且它具有许多有趣的性质.
 

目前,
 

对A5的刻画有很多.
 

例如,
 

文献[7]证明了:
 

若G为

非可解质元群,
 

则G ≅A5.
 

文献[8]证明了:
 

G≅A5 当且仅当πe(G)={1,
 

2,
 

3,
 

5},
 

其中πe(G)表示群

G 中元素阶的集合.
 

文献[9]用初等方法证明了:
 

G ≅A5 当且仅当πe(G)={1,
 

p,
 

q,
 

r},
 

其中p,q,r为

互不相同的素数.
 

文献[10]证明了:
 

G ≅A5 当且仅当m(G)=5,
 

ψ(G)=211,
 

其中m(G)表示群G 中元

的最高阶,
 

ψ(G)表示群G 中所有元素阶之和.
 

文献[11]证明了:
 

当群G 的阶、
 

同阶类类数与A5 相同时G
与A5 同构.

 

文献[12]利用非正规子群的共轭类类数为3的有限幂零群的结构研究有限群的结构.
 

在本文

中,
 

我们将利用不可补子群的个数去刻画A5.
 

最后,
 

我们得到了单群A5的一个新刻画:
 

60阶群G≅A5的

充分必要条件是G 中只有46个不可补子群.
引理1 设G 是30阶群,

 

则G 中一定有15阶元.
证  令M 是G的极小正规子群,

 

由于30阶群必为可解群,
 

则|M|=2,3,5.
 

若|M|=5,
 

则|G/M|=
6.

 

于是存在K/M,
 

使得K/M ≤G/M,
 

且阶为3,
 

则K 为G 的15阶循环子群,
 

因此G 中有15阶元.
 

若

|M|=3,
 

同理可证.
 

若|M|=2,
 

则|G/M|=15.
 

令G/M = <xM>,
 

x∈G,
 

则x15∈M,
 

因此G
中有15阶元.
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引理2 设G 是60阶群,
 

若G 中有30阶子群,
 

则n3(G)=n5(G)=1,
 

其中np(G)表示群G 中Sylow
 

p 子群的个数.
证  由假设,

 

令K ≤G,
 

|K|=30,
 

则K◁—G.
 

令:

P3 ∈Syl3(K)⊆Syl3(G)
P5 ∈Syl5(K)⊆Syl5(G)

由引理1知:

P3
 char

 

K◁—G   P5
 char

 

K◁—G
因此P3◁—G,

 

P5◁—G,
 

即n3(G)=n5(G)=1.
为了刻画单群A5,

 

我们需要证明下面这些结论:
引理3 设G 是有限群,

 

若G 有pn 阶元,
 

其中p 为素数,
 

n≥2且为整数,
 

则一定存在p 阶子群在G
中不可补.

证  可补性对子群遗传,
 

但是pn 阶循环群不可补,
 

因此结论成立.
命题1 设G 是有限群,

 

若G 的任一d 阶子群在G 中可补(d=2,3,4),
 

则G 可解.
证  由假设,

 

令:

H ≤G   |H|=d
存在K ≤G,

 

有G=HK,
 

且:

H ∩K =1   |G∶K|=|H|=d≤4
于是G/KG ≲S4,

 

因此G/KG 可解.
 

又因KG ≤K 可解,
 

故G 可解.
由引理3,

 

可得到如下推论:
推论1 设G 是有限群,

 

若G 的2阶子群在G 中可补,
 

则G 的Sylow
 

2 子群为初等交换2 群,
 

Hall
 

2' 子群为G 的正规子群.
证  易知G 中无4阶元,

 

故G 的Sylow
 

2 子群必为初等交换2 群.
 

由假设,
 

令|H|=2,
 

存在K ≤
G,

 

使得:

G=HK   H ∩K =1   |G∶K|=|H|=2
故K◁—G.

 

由可补性是子群遗传的,
 

于是K 的Hall
 

2' 子群Q◁—K,
 

从而Q
 

char
 

K.
 

显然,
 

Q 为G 的Hall
 

2'

子群,
 

因此Q◁—G.
由命题1知,

 

若G 的2阶子群在G 中可补,
 

则G 可解.
 

但是,
 

一般来说,
 

若G 的每个2阶子群在G 中

不可补,
 

还无法确定G的可解性.
 

例如单群A6和可解群A4,
 

显然这两个群中每个2阶子群都不可补.
 

下面

我们将以60阶群G 为研究对象,
 

刻画其在上述条件下的结构.
 

由引理3知,
 

若G 的Sylow
 

2 子群的方指数

不小于4,
 

则存在2阶子群在G 中不可补.
 

因此,
 

我们只需讨论G 的Sylow
 

2 子群的方指数等于2的情况.
定理1 设G 是60阶群,

 

其Sylow
 

2 子群为4阶初等交换2 群.
 

若G 的2阶子群在G 中不可补,
 

则

G ≅A5 或G ≅A4×C5.
证 由假设知,

 

G 中无30阶子群.
 

若G 不可解,
 

则G ≅A5.
 

假设G 可解,
 

首先说明G 一定有15阶

元.
 

令N 是G 的极小正规子群,
 

由G 可解,
 

则N 的阶为2,3,4或5.
 

同引理1的证明,
 

易得G 有15阶元.
令:

|b|=15   P2 ∈Syl2(G)
于是G=P2<b>.

 

由于<b>≤CG(b),
 

故CG(b)的阶为15,30或60.
 

但前面我们已经说明G 中无30阶子群,
 

于是只需考虑CG(b)的阶为15或60.
 

若|CG(b)|=60,
 

有<b>≤Z(G),
 

从而

G=P2<b>=P2×<b>
于是G 中有30阶子群,

 

矛盾,
 

故|CG(b)|=15.
 

同理可证|NG(<b>)|=15.
 

令c=b3,
 

d=b5,
 

则:
<b>=<c>×<d>   <b>≤CG(c)   <b>≤CG(d)

同样对d,c可以做以上考虑.
若|CG(d)|=60,

 

则:
<d>≤Z(G)   |G/<d>|=20
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由Sylow定理,
 

知G/<d>的Sylow
 

5 子群只有一个,
 

设为K/<d>,
 

则K 是G 的15阶循环子群,
 

K◁—G.
 

因此

G=P2K =(C2×C2)K
G 中存在2阶子群可补,

 

矛盾,
 

故|CG(d)|=15,
 

即<b>=CG(<d>).
 

根据引理1,
 

同理可证<b>=NG(<d>).
下面考虑CG(c).

 

若|CG(c)|=60,
 

则:
<c>≤Z(G)   |G/<c>|=12

若G/<c>的3阶子群正规,
 

从而G 有15阶正规子群,
 

于是G 中有30阶子群,
 

矛盾.
 

因此G/<c>中有4个

3阶子群,
 

有8个3阶元,
 

故G/<c>的Sylow
 

2 子群只有一个.
 

令G=G/<c>,
 

则G=P2<b>=P2<d>.
 

因此

P2
 char

 

P2<c>◁—G,
 

则:

P2◁—G   G=(P2×|<d>)×<c>
令:

L=P2×|<d>   |L|=12   |L∶<d>|=4
考虑L 作用在Ω= {<d>x|x∈L}上,

 

由于作用的核包含在<d>中且在L 中正规,
 

因此核一定为1,
 

故

L ≲S4.
 

因此L ≅A4,
 

G ≅A4×C5.
若|CG(c)|=15,

 

则CG(c)=<b>.
 

由于CG(d)=<b>,
 

因此πe(G)={1,
 

2,
 

3,
 

5,
 

15},
 

其中15阶元

的个数为φ(15)|G∶NG(<b>)|=32.
 

由Sylow定理,
 

易得<c>◁—G.
 

因为G=P2<b>,
 

所以

NG(<c>)/CG(<c>)≅P2=C2×C2

但NG(<c>)/CG(<c>)≲Aut<c>为循环群,
 

矛盾.
由文献[13],

 

我们易得A5 中恰有46个不可补子群,
 

下面将利用群G 的不可补子群数来刻画单群.
定理2 60阶群G ≅A5 的充分必要条件是G 中只有46个不可补子群.
证  只需证明充分性.
首先说明G 的Sylow

 

2 子群为4阶初等交换2 群.
 

若G 的Sylow
 

2 子群为4阶循环群,
 

则G 为亚循

环群.
 

根据亚循环群的结构,
 

令

G=<a>×|<b>   (|a|,
 

|b|)=1
则|a|为15,5或者3.

 

由于G 可解,
 

则G 的4阶子群、
 

3阶子群、
 

5阶子群均可补.
 

故只需考虑G 的2阶

子群、
 

6阶子群、
 

10阶子群、
 

30阶子群的可补性.
 

令G 的不可补子群个数为n(G).
若|a|=15,

 

于是对任意子群 H ≤G,
 

|H|=6,
 

有a5∈H,
 

H =<a5>H1,
 

|H1|=2.
 

由Sylow定

理,
 

易得在G 内所有Sylow
 

2 子群共轭,
 

即所有2阶子群均与<b2>共轭.
 

从而H1=<b2>x(x∈G).
 

因此

H 与<a5><b2>共轭,
 

即G 的6阶子群均共轭.
 

故G 的6阶子群至多有10个.
 

同理,
 

易得G 的10阶子群均

共轭,
 

G 的30阶子群均共轭.
 

因此G 中10阶子群至多有6个,
 

G 中30阶子群只有1个.
 

又因为G 中2阶

子群至多有15个,
 

所以

n(G)≤10+6+1+15<46
矛盾.

若|a|=3,
 

则|b|=20.
 

于是|b4|=5,
 

并且<a,
 

b4>◁—G.
 

因此|ab4|=15,
 

同|a|=15的情形可证.
若|a|=5,

 

则|b|=12.
 

于是|b4|=3,
 

|b3|=4.
 

若G/<a>有3阶正规子群,
 

那么<a,
 

b4>◁—G.
 

因

此|ab4|=15,
 

同|a|=15的情形可证.
 

若G/<a>有4阶正规子群,
 

那么<a,
 

b3>◁—G.
 

此时2阶子群至多

有5个,
 

于是

n(G)≤5+5+5+5<46
矛盾.

下面说明G 的2阶子群均不可补.
 

若G 中存在2阶子群可补,
 

令为K,
 

于是|K|=30,
 

K◁—G.
 

由引

理1和引理2知,
 

存在a∈K,
 

|a|=15,
 

并且<a>◁—G.
 

设P2∈Syl2(G),
 

于是G=<a>P2.
 

这说明P2 中

每个2阶子群可补,
 

因此G 中2阶子群均可补.
 

下面考虑G 的6阶子群M.
 

由引理2知,
 

G 中3阶子群唯

一,
 

即为<a5>,
 

于是<a5>≤M.
 

因此G 中6阶子群的个数即为G/<a5>中2阶子群的个数.
 

由于G/<a5>中
Sylow

 

2 子群至多有5个,
 

因此2阶子群至多有15个,
 

即G 中6阶子群至多有15个.
 

同理可证,
 

G 中10
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阶子群至多有9个,
 

G 中30阶子群至多有3个,
 

因此

n(G)≤15+9+3<46
矛盾.

于是由定理1知,
 

G ≅A5 或G≅A4×C5.
 

当G≅A4×C5 时,
 

由于A4 无6阶子群,
 

因此G 无6阶

和30阶子群.
 

又因为G 的Sylow
 

2 子群唯一,
 

所以G 中2阶子群有3个,
 

且10阶子群至多有3个.
 

于是

n(G)≤3+3=6<46
矛盾.

 

因此G ≅A5.
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Abstract:
 

Let
 

G
 

be
 

a
 

finite
 

group,
 

H≤G.
 

If
 

there
 

exists
 

a
 

subgroup
 

K
 

of
 

G
 

such
 

that
 

G=HK
 

and
 

H∩K=1,
 

then
 

H
 

is
 

called
 

complemented
 

in
 

G.
 

The
 

subgroups
 

complementarity
 

on
 

the
 

structure
 

and
 

properties
 

of
 

finite
 

groups
 

is
 

a
 

very
 

important
 

topic
 

in
 

group
 

theory.
 

A
 

new
 

characterization
 

of
 

the
 

alternating
 

group
 

A5
 is

 

given,
 

i.e.,
 

let
 

G
 

be
 

a
 

group
 

of
 

order
 

60,
 

G≅A5
 if

 

and
 

only
 

if
 

G
 

only
 

has
 

46
 

uncomplemented
 

subgroups.
Key

 

words:
 

uncomplemented
 

subgroup;
 

alternating
 

group
 

of
 

degree
 

5;
 

Sylow
 

subgroup
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