
第40卷第12期         西
 

南
 

大
 

学
 

学
 

报
 

(自然科学版)           2018年12月

Vol.40 No.12 Journal
 

of
 

Southwest
 

University
 

(Natural
 

Science
 

Edition) Dec. 2018

DOI:
 

10.13718/j.cnki.xdzk.2018.12.019

一类新的带有参数δ∈[1,
 

2)的分数阶可微变分
不等式的拓扑处理方法①

吴
 

欣
 

锟

贵州理工学院
 

理学院,
 

贵阳
 

550003

摘要:在已有的变分不等式、
 

可微变分不等式、
 

分数阶可微变分不等式的模型的基础上,
 

对一类新的带有参数δ∈
[1,

 

2)的分数阶可微变分不等式模型的解的存在性进行了相关的分析和研究.
 

首先,
 

在已有的分数阶可微变分不

等式的模型基础上加了一个参数δ∈[1,
 

2),
 

得到了一类新的带有参数δ∈[1,
 

2)的分数阶可微变分不等式模型,
 

对这类新模型给出了详细的阐述;
 

然后证明出该模型的解是非空的.
关 键 词:可微变分不等式;
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解
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文献[1]首次介绍和研究了一类含有初值的可微变分不等式

x
·
(t)=f(t,

 

x(t))+B(t,
 

x(t))·u(t)
u(t)∈SOL(K,

 

G(t,
 

x(t))+S)
x(0)=x0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

其中K 是Rm 的一个非空闭凸子集,
 

Ω≡[0,
 

T]×Rn,
 

(f,
 

B,
 

G):
 

Ω →Rn ×Rn×m ×Rm 和S:
 

Rm →Rm

是两个函数.
 

在某些条件下,
 

文献[1]得到了可微变分不等式(1)的一个Caratheodory弱解的存在性.
 

这类

可微变分不等式在分析力学、
 

微分纳什游戏和其它相关领域中有着许多重要的应用[1-18].

简单来讲,
 

分数阶导数C
0Dδ

tx(t)是对整数阶导数x
·
(t)的一种拓展.

 

我们一般可以对某个性质较好的可

导函数 求 一 阶 导 数、
 

二 阶 导 数、
 

三 阶 导 数、
 

n 阶 导 数,
 

那 么 我 们 是 否 可 以 对 函 数 求 分 数 阶 导 数

如1
2

阶导数  呢?
 

若某个函数不满足求导条件,
 

我们是否可以使用微积分理论对这个函数进行分析性质

的研究呢? 根据多方文献的参考得知,
 

答案是肯定的.
 

分数阶微积分的研究热潮产生于20世纪70年代,
 

主

要原因是因为研究人员发现分形几何、
 

幂律现象与记忆过程等可以与分数阶微积分建立起密切的联系.
 

分

数阶微积分可以作为一种很好的描述与刻画手段.

如果把式(1)里面的x
·
(t)变成C

0Dδ
tx(t),

 

单值函数f(t,
 

x(t))变成集值算子F(t,
 

x(t)),
 

我们该如何

去求解呢? 这是本文的主要研究内容.

首先,
 

研究这个问题是有重要意义的.
 

如果把式(1)里面的x
·
(t)变成C

0Dδ
tx(t),

 

单值函数f(t,
 

x(t))
变成集值算子F(t,

 

x(t)),
 

那么式(1)就变成了一个由集值算子、
 

分数阶微分方程和可微变分不等式组成

的新式子.
 

众所周知,
 

集值算子F(t,
 

x(t))是单值函数f(t,
 

x(t))的推广并且比单值函数f(t,
 

x(t))更
重要,

 

由可微变分不等式和分数阶微分方程的重要性,
 

有理由相信新式子的求解是有重要意义的.
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作者简介:吴欣锟(1986 ),

 

男,
 

副教授,
 

主要从事可微变分不等式的研究.



1 预备知识

设X 是度量空间,
 

E 是Banach空间,
 

定义:

P(E)={U ⊂E:
 

U ≠Ø}
B(E)={U ∈P(E):

 

U 是有界的}

K(E)={U ∈P(E):
 

U 是紧的}

Kv(E)={U ∈K(E):
 

U 是凸的}
我们需要用到集值分析的一些概念和结论:

定义1 一个集值算子M:
 

X →P(E)被称为:

􀃠
 

如果对E 的任一闭子集V,
 

M-1(V)={x ∈X:
 

M(x)∩V ≠Ø}是X 的闭子集,
 

则称M 是上半

连续的;

􀃡
 

如果对E 的任一弱闭子集V,
 

M-1(V)={x ∈X:
 

M(x)∩V ≠Ø}是X 的闭子集,
 

则称M 是弱

上半连续的;

􀃢
 

如果图ΓM ={(y,
 

z):
 

z∈M(y)}是X ×E 的一个闭子集,
 

则称M 是闭的;

􀃣
 

如果M 是上半连续的,
 

且对X 里的每个有界集Ω,
 

M(Ω)是E 里的相对紧集,
 

则称M 是完备上半

连续的;

􀃤
 

如果对X 的任一紧子集Ω,
 

M(Ω)是E 里的相对紧集,
 

则称M 是拟紧的.
引理1[6] 如果M:

 

X →P(E)是一个闭的、
 

拟紧的集值算子,
 

则M 是上半连续的.
引理2[7] 设E 是Banach空间,

 

Ω 是另外一个Banach空间的非空子集.
 

如果N:
 

Ω →P(E)是一个

映射到弱紧凸集的集值算子,
 

则N 是弱上半连续的当且仅当条件{xn}⊂Ω,
 

xn →x0(x0 ∈Ω)和yn ∈
N(xn)能够推出 yn  存在子序列弱收敛于y0,

 

其中y0 ∈N(x0).
引理3[6] 设M 是E 的有界闭凸子集,

 

T:
 

M →Kv(M)是完备上半连续的集值映射,
 

则Fix(T)=
{x:

 

x ∈T(x)}是非空紧子集.

2 主要结果

考虑下面的这类带有参数δ∈ [1,
 

2)的分数阶可微变分不等式:
CDδ

tx(t)∈F(t,
 

x(t))+B(t,
 

x(t))u(t)   t∈ [0,
 

h] (2)
<v-u(t),

 

G(t,
 

x(t))+Q(u(t))>≥0   ∀v∈K,
 

a.e.
 

t∈ [0,
 

h] (3)

x(0)=a,
 

x(h)=b   a,b≠0 (4)
其中x(t)∈Rn,

 

u(t)∈K,
 

1≤δ<2,
 

CDδ
t 是分数阶导数的表示符号,

 

F,B,G 和Q 这4个函数的定义

会在下面的定义中给出解释.
为了处理问题(2)至(4),

 

我们需要下面5个假设成立:
(F1) F:

 

I×Rn →Kv(Rn)是上半Caratheodory集值映射,
 

等价于对∀v∈Rn,
 

集值映射F(·,
 

v):
 

I →Kv(Rn)确定了一个可测选择,
 

且对a.e.
 

t∈I,
 

集值映射F(t,
 

·):
 

Rn →Kv(Rn)是上半连续的;
(F2) 对于函数F:

 

I×Rn →Kv(Rn),
 

存在非减的连续函数ΨF:
 

R →R和函数ηF ∈Lp(I,
 

R),
 

使得

‖F(t,
 

v)‖=sup{‖z‖:
 

z∈F(t,
 

v)}≤ηF(t)ΨF(‖v‖)   ∀v∈Rn,
 

a.e.
 

t∈I

其中p 是大于1
δ

的正整数;

(B) B:
 

I×Rn →Rn×m 是连续函数,
 

满足

‖B(t,
 

v)‖ ≤ηB   ∀v∈Rn,
 

∀t∈I
其中ηB 是正数;

(G) 对于连续函数G:
 

I×Rn →Rm,
 

存在非减的连续函数ΨG:
 

R →R和函数ηG ∈Lp(I,
 

R),
 

使得
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‖G(t,
 

v)‖ ≤ηG(t)ΨG(‖v‖)   ∀v∈Rn,
 

∀t∈I
  (Q) Q:

 

K →Rm 是满足下面两个条件的连续函数:

  (Q1) Q 在K 上是单调的,
 

也即是说

<u-v,
 

Q(u)-Q(v)>≥0   ∀u,v∈K
  (Q2) 存在v0 ∈K,

 

使得

lim
 

inf
v∈K,

 

‖v‖→∞

<v-v0,
 

Q(v)>
‖v‖2

>0

由上面的条件(F1)和(F2)可知,
 

从C(I,
 

Rn)映射到P(Lp(I,
 

Rn))的集值映射

Pp
F(x)={f∈Lp(I,

 

Rn):
 

f(t)∈F(t,
 

x(t)),
 

a.e.
 

t∈I}
是闭的[8],

 

其中P(Lp(I,
 

Rn))表示Lp(I,
 

Rn)的所有子集组成的集合.
定义2[8] 问题(2)至(4)的解x∈C(I,

 

Rn)是指存在可积函数u:
 

I →K 和函数f∈Pp
F(x),

 

满足:

x(t)=a+
1
h
(b-a)t+

1
Γ(δ)∫

t

0
(t-s)δ-1[f(s)+B(s,

 

x(s))u(s)]ds-

1
h

t
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1[f(s)+B(s,

 

x(s))u(s)]ds   t∈I

<v-u(t),
 

G(t,
 

x(t))+Q(u(t))>≥0   ∀v∈K,
 

a.e.
 

t∈I
  对于函数Q:

 

K →Rm,
 

定义SOL(K,
 

Q)为

SOL(K,
 

Q)={v∈K:
 

<w-v,
 

Q(v)>≥0,
 

∀w ∈K} (5)
依据文献[1]的假设6.2,

 

我们可以得到下面的引理4:
引理4 如果条件(Q)满足,

 

则对于每个z∈Rm,
 

解集SOL(K,
 

z+Q(·))是非空的闭凸集,
 

且存在

正数ηQ 满足

‖v‖ ≤ηQ(1+‖z‖)   ∀v∈SOL(K,
 

z+Q(·)) (6)

  为了解决问题(2)至(4),
 

我们设

U(z)=SOL(K,
 

z+Q(·))   ∀z∈Rm

再定义Φ:
 

I×Rn →P(Rn)为

Φ(t,
 

v)={B(t,
 

v)y:
 

y∈U(G(t,
 

v))} (7)
则问题(2)至(4)可转化为:

x(t)=a+
1
h
(b-a)t+

1
Γ(δ)∫

t

0
(t-s)δ-1[f(s)+B(s,

 

x(s))u(s)]ds-

1
h

t
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1[f(s)+B(s,

 

x(s))u(s)]ds   t∈I (8)

f∈Pp
F(x),

 

g∈Pp
Φ(x) (9)

为了解决问题(8)至(9),
 

我们引入集值映射Σ:
 

C(I,
 

Rn) →P(C(I,
 

Rn))为

Σ(x)= a+
1
h
(b-a)t+

1
Γ(α)∫

t

0
(t-s)α-1[f(s)+g(s)]ds- 

1
h

t
Γ(δ)∫

h

0
[f(s)+g(s)]ds:

 

f∈Pp
F(x),

 

g∈Pp
Φ(x) (10)

则x ∈C(I,
 

Rn)是问题(8)到(9)的解等价于x 是集值映射Σ 的不动点.
引理5[8] 在(F1),(F2),(B),(G)和(Q)的假设下,

 

Pp
F 和Pp

Φ 是弱上半连续的.
定理1 设从Lp(I,

 

Rn)到C(I,
 

Rn)的映射W 为

W(f)(t)=a+
1
h
(b-a)+

1
Γ(σ)∫

t

0
(t-s)σ-1f(s)ds-

1
h

t
Γ(σ)∫

h

0
(h-s)σ-1f(s)ds

则W 是完备连续的.
证  设映射
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W1(f)(t)=
1

Γ(δ)∫
t

0
(t-s)δ-1f(s)ds

依据文献[8]可知W1 是完备连续的.
再设映射

W2(f)(t)=
1
h

t
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1f(s)ds

下面证W2 是完备连续的.
W2 是完备连续的等价于W2 是连续的,

 

且W2 把有界集映射到相对紧集.
 

W2 连续是显然的.
 

下面证明

对于任一有界集Ω ⊂Lp(I,
 

Rn),
 

W2(Ω)是C(I,
 

Rn)里的相对紧集.
 

因为W2(Ω)是C(I,
 

Rn)里的相对

紧集等价于对 ∀t∈I,
 

W2(Ω)(t)有界且W2(Ω)是C(I,
 

Rn)里的等度连续集.
 

对∀t∈I,
 

W2(Ω)(t)有
界是显然的.

 

设Ω 的上界为M,
 

下面证明W2(Ω)是C(I,
 

Rn)里的等度连续集.
因为对 ∀ε>0,

 

∀t,T ∈I,
 

只要

|t-T|<
hΓ(δ)

M∫
h

0
(h-s)δ-1ds

ε

就有

1
h

t
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1f(s)ds-

1
h

T
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1f(s)ds =

1
hΓ(δ)

·∫
h

0
(h-s)δ-1f(s)ds·(t-T)≤

1
hΓ(δ)

·∫
h

0
(h-s)δ-1|f(s)|ds·|t-T|≤

M
hΓ(δ)

·∫
h

0
(h-s)δ-1ds·|t-T|<ε

所以W2(Ω)是C(I,
 

Rn)里的等度连续集.
 

所以W2 是完备连续的.
 

所以映射W 是完备连续的.
定理2 映射Σ 是完备上半连续的.
证  证明与文献[8]中的证明类似.
定理3 假设(F1),(F2),(B),(G),(Q)这5个条件成立.

 

如果

lim
 

inf
k→∞

ΨF(k)
kΓ(δ)supt∈J∫

t

0
(t-s)δ-1ηF(s)ds+

ΨG(k)
kΓ(δ)ηQηBsup

t∈J∫
t

0
(t-s)δ-1ηG(s)ds

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 +

1
kΓ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1ηG(s)ΨG(k)ds+

1
kΓ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1ΨF(k)ηF(s)ds􀭤􀭥

􀪁􀪁 <1 (11)

则问题(8)和(9)至少有一个解.
证 根据定理2,

 

Σ 是完备上半连续的.
 

为了利用引理3,
 

我们还需证明集合C(I,
 

Rn)里的任意一个

以原点为圆心、
 

R(R>0)为半径的球BR 都满足Σ(BR)⊂BR.
 

利用反证法,
 

假设在C(I,
 

Rn)里存在一个

序列{xk}满足‖xk‖C ≤k,
 

yk ∈Σ(xk),
 

‖yk‖C >k对所有的k∈N+ 都成立,
 

此时

lim
 

inf
k→∞

‖yk‖C

k ≥1

根据集值映射Σ 的定义,
 

可知存在fk ∈Pp
F(xk)和gk ∈Pp

Φ(xk),
 

满足

yk(t)=a+
1
h
(b-a)t+W(fk +gk)(t)   t∈I

对 ∀t∈I,
 

因为

W(fk +gk)(t)=
1

Γ(δ)∫
t

0
(t-s)δ-1[fk(s)+gk(s)]ds-

1
h

t
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1[fk(s)+gk(s)]ds
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所以

‖yk(t)‖=‖a+
1
h
(b-a)t+

1
Γ(δ)∫

t

0
(t-s)δ-1[fk(s)+gk(s)]ds-

1
h

t
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1[fk(s)+gk(s)]ds‖ ≤

b+‖ 1
Γ(δ)∫

t

0
(t-s)δ-1[fk(s)+gk(s)]ds‖+

‖ 1h t
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1[fk(s)+gk(s)]ds‖ ≤

b+
1

Γ(δ)supt∈J∫
t

0
(t-s)δ-1[‖fk(s)‖+‖gk(s)‖]ds  +

1
hsupt∈J

t
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1[‖fk(s)‖+‖gk(s)‖]ds  ≤

b+
ΨF(k)
Γ(α)supt∈J∫

t

0
(t-s)α-1ηF(s)ds+ηBηQ

Γ(α)supt∈J∫
t

0
(t-s)α-1[1+ηG(s)ΨG(k)]ds  +

1
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1ΨF(k)ηF(s)ds+

1
Γ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1[1+ηG(s)ΨG(k)]ds

所以

lim
 

inf
k→∞

‖yk‖C

k ≤lim
 

inf
k→∞

ΨF(k)
kΓ(α)supt∈J∫

t

0
(t-s)α-1ηF(s)ds+ 

ηBηQ

kΓ(α)supt∈J∫
t

0
(t-s)α-1[1+ηG(s)ΨG(k)]ds  +

1
kΓ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1ΨF(k)ηF(s)ds+

1
kΓ(δ)∫

h

0
(h-s)δ-1[1+ηG(s)ΨG(k) ds

所以依据(11)式,
 

我们有

lim
 

inf
k→∞

‖yk‖C

k <1

这与前面的假设是矛盾的.
 

定理3得证.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

new
 

class
 

of
 

fractional
 

differential
 

variational
 

inequalities
 

with
 

δ∈[1,
 

2)
 

are
 

in-
troduced

 

and
 

studied.
 

Firstly,
 

a
 

parameter,
 

δ∈[1,
 

2),
 

is
 

added
 

to
 

fractional
 

differential
 

variational
 

ine-
qualities,

 

and
 

a
 

new
 

class
 

of
 

fractional
 

differential
 

variational
 

inequalities
 

with
 

δ∈[1,
 

2)
 

is
 

obtained.
 

Fi-
nally,

 

some
 

lemmas
 

and
 

theorems
 

are
 

used
 

to
 

prove
 

that
 

the
 

set
 

of
 

solutions
 

of
 

these
 

differential
 

variational
 

inequalities
 

are
 

non-blank.
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differential
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differential
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solutions
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