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具有强Allee效应的野生蚊子和
绝育蚊子相互作用模型①

罗育东, 张国洪

西南大学
 

数学与统计学院,
 

重庆
 

400715

摘要:假设野生蚊子具有强Allee效应,
 

建立了包括野生蚊子和绝育蚊子相互作用的连续时间动力学模型.
 

通过研

究系统的动力学性态,
 

包括分析平衡点的存在性、
 

稳定性,
 

发现系统在一定条件下存在双稳定现象,
 

并得到了不同

野生蚊子释放策略条件下控制与消灭野生蚊子种群的阈值条件,
 

同时借助数值模拟验证了相关的理论结果.
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SIT是对抗蚊子传播疾病的最有效武器,
 

并在实验室研究中表现出很大前景,
 

而且部分文献已经应

用数学模型研究SIT技术对野生蚊子控制的影响[1-6].
 

特别地,
 

文献[4]在假设蚊子种群具有弱Allee效

应的条件下建立了包括野生蚊子和绝育蚊子的二维动力学模型,
 

研究了不同的绝育蚊子的释放策略对

系统动力学性态的影响.
 

弱Allee效应是指当种群的密度过于稀疏时,
 

增长率会变小,
 

但不会出现负增长

的情况.
 

当种群具有强Allee效应时,
 

若它的密度小于某个临界值,
 

则种群将出现负增长率.
 

本文考虑野

生蚊子种群具有强Allee效应,
 

同时假设其按照logistic增长[7],
 

构造出如下包括野生蚊子和绝育蚊子的

连续时间动力学模型:

dw
dt =C(N)aw

w+g
(w-m)1-

w
k  w-μ1w

dg
dt=B(·)-μ2g

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(1)

其中:
 

w(t)和g(t)分别代表t时刻野生蚊子和绝育蚊子的数量;
 

N=w+g,
 

C(N)代表单位时间内蚊子

相互交配的次数;
 

a 为每次交配后所产生的野生后代蚊子的数量;
 

k为环境最大容纳量;
 

m 是反映Allee效

应强度的参数,
 

这里假设0<m <k;
 

μ1 和μ2 分别为野生蚊子和绝育蚊子的自然死亡率;
 

B(·)为绝育蚊

子的释放策略函数.
 

本文考虑C(N)=c,
 

c为常数,
 

并把c和a合并为a,
 

且假设a>μ1,
 

否则在没有释放

绝育蚊子条件下野生蚊子也将灭绝.

1 常数释放策略

假设在模型(1)中对绝育蚊子采取常数释放策略,
 

即有B(·)=b0,
 

则可得如下相应动力学模型:
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dw
dt =

aw
w+g

(w-m)1-
w
k  w-μ1w

dg
dt=b0-μ2g

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2)

定义集合Ω1:

Ω1= (w,
 

g):
 

0≤w ≤k,
 

0≤g≤
b0
μ2  

容易验证Ω1 是系统(2)的正不变集,
 

因而本节下面的分析都将在Ω1 内进行.

1.1 平衡点的存在性

容易得到系统(2)存在一个边界平衡点E0(0,
 

g0),
 

其中g0=
b0
u2

.
 

系统(2)的正平衡点满足

aw
w+g

(w-m)1-
w
k  w-μ1w=0

b0-μ2g=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3)

由(3)式可以得到

F(w)≡aw3-a(k+m)w2+(amk+μ1k)w+
μ1kb0
μ2

=0

则有

F'(w)=3aw2-2a(k+m)w+(amk+μ1k)

令

β=
3μ1k

k2+m2-mk
则当a≤β 时,

 

F'(w)≥0,
 

知F(w)为单调递增函数.
 

又由F(0)>0,

lim
w→∞

F(w)=∞

知此时系统(2)没有正平衡点.
当a>β 时,

 

存在w2 >w1 >0,
 

使得

F'(w1)=F'(w2)=0
其中

w1,2=
a(k+m)∓ a2(k+m)2-3a(amk+μ1k)

3a
容易验证w1,w2 分别为F(w)极大值和极小值点.

 

定义

b􀮨=
μ2

μ1k
[-aw2

2+a(k+m)w2-(amk+μ1k)]w2

当F(w2)>0,
 

即b0>b􀮨 时,
 

系统(2)没有正平衡点;
 

当F(w2)=0,
 

即b0=b􀮨 时,
 

系统(2)
 

有且仅有一个

正平衡点E(w2,
 

g0);
 

当F(w2)<0,
 

即b0<b􀮨 时,
 

系统(2)有两个正平衡点E1(w1,
 

g0)和E2(w2,
 

g0),
 

w1 <w2 <w2.
 

则我们可得如下结果.
定理1 􀃠

 

当a≤β 时,
 

系统(2)有且仅有一个边界平衡点E0(0,
 

g0),
 

无正平衡点.

􀃡
 

当a>β,
 

b0 >b􀮨 时,
 

系统(2)有且仅有一个边界平衡点E0(0,
 

g0),
 

无正平衡点.

􀃢
 

当a>β,
 

b0=b􀮨 时,
 

系统(2)存在一个边界平衡点E0(0,
 

g0)和一个正平衡点E(w2,
 

g0).

􀃣
 

当a>β,
 

b0 <b􀮨 时,
 

系统(2)存在一个边界平衡点E0(0,
 

g0)和两个正平衡点E1(w1,
 

g0),
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E2(w2,
 

g0).

1.2 平衡点的稳定性

系统(1)在E0 处的雅可比矩阵为:

J0=
-μ1 0

0 -μ2  
由于J0 的特征值为-μ1 <0,

 

-μ2 <0,
 

因此E0 是局部渐进稳定的.
 

特别地当a≤β 时,
 

E0(0,
 

g0)是

系统(2)唯一的平衡点,
 

可知此时E0 是全局渐进稳定的;
 

类似地,
 

当a>β,
 

b0>b􀮨 时,
 

E0 也是全局渐进

稳定的.
下面讨论正平衡点的稳定性.

 

对于a>β,
 

b0 <b􀮨,
 

系统(1)在正平衡点处的雅可比矩阵为:

J1=
a11

aw4-a(m+k)w3+amkw2

k(w+g)2

0 -μ2
  

其中

a11=g(-4aw3+3a(m+k)w2-2amkw)+(-3aw4+2a(m+k)w3-amkw2)
k(w+g)2

-μ1

经计算可得J1 的行列式为:

detJ1=μ1μ2+
μ2g(4aw

3-3a(m+k)w2+2amkw)+μ2(3aw
4-2a(m+k)w3+amkw2)

k(w+g)2
=

μ2gF(w)+μ2w(w+g)F'(w)

k(w+g)2

  由F(w1)=0,
 

F'(w1)<0,
 

有detJ1(E1)<0,
 

从而知平衡点E1 是个鞍点.

  由F(w2)=0,
 

F'(w2)>0,
 

有detJ1(E2)>0;
 

从而由-μ2<0知a11<0,
 

得trJ1(E2)<0,
 

知平

衡点E2 是局部渐进稳定的.

对于a>β,
 

b0=b􀮨,
 

系统(2)
 

存在一个边界平衡点E0(0,
 

g0)和一个正平衡点E(w2,
 

g0),
 

由F(w2)=

0,
 

F'(w2)=0,
 

有detJ1(E)=0,
 

从而可得J1(E)的特征值为a11=0,
 

-μ2<0,
 

从而知平衡点E是局部稳

定的.
 

最终我们得如下定理2.
定理2 设系统(2)满足初始条件(w(0),

 

g(0))≥ (0,
 

0),
 

则下面结论成立.

􀃠
 

边界平衡点E0 是局部渐进稳定的.

􀃡
 

当a>β 且b0 >b􀮨 或a≤β 时,
 

边界平衡点E0 是全局渐进稳定的.

􀃢
 

当a>β,
 

b0=b􀮨 时,
 

正平衡点E 是稳定的.

􀃣
 

当a>β,
 

b0 <b􀮨 时,
 

正平衡点E1 是个鞍点,
 

E2 局部渐进稳定.

从定理2可见,
 

当a>β,
 

b0<b􀮨 时,
 

系统存在双稳定现象.
 

当绝育蚊子释放率充分大(b0>b􀮨)时,
 

野生蚊子种群一定会灭绝;
 

当绝育蚊子释放率小于某个阈值(b0<b􀮨)时,
 

野生蚊子种群是否会灭绝取决

于初始条件.

1.3 数值模拟

取定参数为a=1,
 

μ1=0.5,
 

μ2=0.4,
 

m=1,
 

k=10,
 

可得系统(2)关于参数b0 的分支图,
 

其中b􀮨=

7.413.
 

取定b0=1,
 

借助pplane软件得到系统(2)的平面相图.

3第1期      罗育东,
 

等:
 

具有强Allee效应的野生蚊子和绝育蚊子相互作用模型



图1 系统(2)分支图 图2 系统(2)平面相图

  当b0>b􀮨 时,
 

系统(2)只存在唯一渐进稳定的边界平衡点E0;
 

当b0<b􀮨 时,
 

除局部渐进稳定的边界平

衡点E0 外,
 

系统还存在两个正平衡E1 和E2,
 

其中E2 局部渐进稳定,
 

E1 是个鞍点,
 

即这时系统(2)
 

存在

双稳定现象.
 

当b0=1时,
 

在平面相图中边界平衡点E0=(0,
 

2.5),
 

正平衡点E1=(2.349,
 

2.5),
 

E2=
(9.227

 

7,
 

2.5).

2 比例释放策略

假设在模型(1)中对绝育蚊子采取比例释放策略,
 

即有B(·)=b1w,
 

则相应系统为:

dw
dt =

aw
w+g

(w-m)1-
w
k  w-μ1w ≡F(w,

 

g)

dg
dt=b1w-μ2g≡G(w,

 

g)

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(4)

定义集合Ω2

Ω2= (w,
 

g):
 

0≤w ≤k,
 

0≤g≤
b1k
μ2  

容易验证Ω2 是系统(4)的正不变集,
 

因而本节下面的分析都将在Ω2 内进行.
2.1 平衡点的存在性

参考文献[8],
 

我们假设F(0,
 

0)= G(0,
 

0)=0,
 

从而知F(w,
 

g)与G(w,
 

g)在{(w,
 

g):
 

w ≥
0,

 

g≥0}上是连续的.
 

在下文中总是假设初始条件w(0)>0,
 

g(0)>0成立.
系统(4)的正平衡点满足

aw
w+g

(w-m)1-
w
k  w-μ1w=0

b1w-μ2g=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5)

由(5)式可以得到

G(w)≡ [aμ2w2-aμ2(k+m)w+(aμ2mk+μ1μ2k+μ1b1k)]w=0
定义判别式

Δ≡a2μ2
2(m+k)2-4aμ2(aμ2mk+μ1μ2k+μ1b1k)

当Δ<0,
 

即

b1 >
aμ2(m+k)2-4(aμ2mk+μ1μ2k)

4μ1k
时,

 

系统(4)没有正平衡点.
 

当Δ=0,
 

即

b1=
aμ2(m+k)2-4(aμ2mk+μ1μ2k)

4μ1k
时,

 

系统(4)有且只有一个正平衡点E*(w*,
 

g*),
 

其中
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w* =
m+k
2

g* =
b(m+k)
2μ2

若Δ>0,
 

即

b1 <
aμ2(m+k)2-4(aμ2mk+μ1μ2k)

4μ1k
时,

 

系统(4)有两个正平衡点E1
*(w1

*,
 

g1
*)和E*

2 (w*
2 ,

 

g*
2 ),

 

其中

w*
1,2=

aμ2(m+k)∓ Δ
2aμ2

g*
1,2=

aμ2b1(m+k)∓b1 Δ
2aμ

2
2

定义

b=
aμ2(m+k)2-4(aμ2mk+μ1μ2k)

4μ1k
我们得到如下定理.

定理3 􀃠
 

当b1 >b时,
 

系统(4)无正平衡点.

􀃡
 

当b1=b时,
 

系统(4)有且只有一个正平衡点E*(w*,
 

g*).

􀃢
 

当b1 <b时,
 

系统(4)存在两个正平衡点E1
*(w1

*,
 

g1
*)和E*

2 (w*
2 ,

 

g*
2 ).

2.2 平衡点的稳定性

在(0,
 

0)处,
 

由于第一个方程分母为零,
 

我们无法研究其线性稳定性.
 

如果假设0<w(0)<m,
 

则有

dw
dt <

aw
w+g

(w-m)1-
w
k  w <0

知

lim
t→∞

w(t)=0

所以对 ∀ε>0,
 

∃T
 

,
 

当t>T 时,
 

有w <ε,
 

也就有

dg
dt=b1w-μ2g<b1ε-μ2g

从而由g(0)>0和比较原理知

lim
t→∞

g(t)=0

我们可以得到如下结果.
定理4 设系统(4)初始条件满足0<w(0)<m 和g(0)>0,

 

有

lim
t→∞

w(t)=0

lim
t→∞

g(t)=0

下面讨论正平衡点的稳定性.
 

当b1 <b,
 

可以得到系统(4)关于正平衡点的雅可比矩阵:

J2=
g[-4aw3+3a(m +k)w2-2amkw]+[-3aw4+2a(m +k)w3-amkw2]

k(w +g)2
-μ1

aw4-a(m +k)w3+amkw2

k(w +g)2

b1 -μ2  
经计算可得J2 的行列式为:

detJ2=μ1μ2+
μ2w

k(w+g)2
[g(4aw2-3a(m+k)w+2amk)+

(3aw3-2a(m+k)w2+amkw)--b1(aw4-a(m+k)w3+amkw2)]=
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w
k(w+g)

G'(w)

容易验证当b1 <b时,

G(w1
*)=G(w*

2 )=0
且

G'(w1
*)<0   G'(w*

2 )>0
从而有detJ2(E1

*)<0,
 

detJ2(E*
2 )>0.

 

知平衡点E1
* 是个鞍点.

 

又由矩阵J2 的迹为:

trJ2=g[-4aw3+3a(m+k)w2-2amkw]+[-3aw4+2a(m+k)w3-amkw2]
k(w+g)2

-μ1-μ2=

-
A

μ2k(w+g)2

其中

A=w(w+g)G'(w)+k(μ2
2-μ1b1)(w2+2wg)+k(μ2

2g+μ1b1w)g
从而可得如下定理5.

定理5 假设b1<b.
 

正平衡点E1
* 是个鞍点;

 

当A(E*
2 )>0时,

 

E*
2 是个局部渐进稳定的平衡点.

当b1=b时,
 

G(w*)=0,
 

且

G'(w*)=0
从而有

detJ2(E*)=0
知J2 有0特征值.

 

因而当A(E*)>0时,
 

即trJ2(E*)<0时,
 

知E* 是稳定的.
 

从而可得如下定理6.

定理6 假设b1=b,
 

当A(E*)>0时,
 

E* 是个局部稳定的平衡点.
2.3 数值模拟

为了验证上述理论分析,
 

我们取定参数为a=1,
 

μ1=0.5,
 

μ2=0.8,
 

m=1,
 

k=10,
 

可得系统(4)关

于参数b1 的分支图,
 

其中b=2.44.
 

取定b1=1,
 

得到系统(4)
 

的平面相图.

图3 系统(4)分支图 图4 系统(4)平面相图

  可见当b0>b时,
 

系统只有(0,
 

0)平衡点;
 

当b0<b时,
 

这时系统会出现双稳定现象,
 

即(0,
 

0)和E*
2

都是局部渐进稳定的.
 

在平面相图中,
 

平衡点(0,
 

0)是局部渐进稳定的,
 

正平衡点E1
* =(2.5,

 

3.125)是

个鞍点,
 

E*
2 =(8.5,

 

10.625)是局部渐进稳定的.

3 结  论

绝育昆虫技术应用于控制或根除野生蚊子在理论和实践当中都被证明是有效的.
 

然而不同释放策略的

选择和相应效果的评估是困难的.
 

在本文中,
 

我们在具有logistic增长和强Allee效应的蚊子种群中引入了

绝育昆虫释放技术,
 

建立动力学模型,
 

讨论了常数释放和比例释放策略条件下野生蚊子种群的动力学行
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为.
 

通过研究平衡点的存在性和稳定性,
 

我们在两种释放策略条件下都得到了一个临界释放系数b􀮨 和b.
 

我

们发现在两个系统(2)和(4)中,
 

当绝育蚊子释放系数充分大时,
 

能够导致野生蚊子种群的灭绝;
 

当释放系

数较小时,
 

两个系统都会出现双稳定现象,
 

也即是说野生蚊子是否灭绝取决于初始条件的大小.
 

上述研究

结果为我们使用绝育昆虫技术控制或根除野生蚊子提供了有意义的理论指导.
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Abstract:
 

The
 

sterile
 

insect
 

technique
 

is
 

one
 

of
 

the
 

effective
 

ways
 

to
 

prevent
 

and
 

control
 

mosquito-borne
 

diseases
 

such
 

as
 

malaria
 

and
 

dengue
 

fever.
 

This
 

article
 

assumes
 

that
 

wild
 

mosquitoes
 

have
 

a
 

strong
 

Allee
 

effect
 

and
 

formulates
 

a
 

continuous-time
 

mathematical
 

model
 

for
 

the
 

interactive
 

dynamics
 

of
 

the
 

wild
 

and
 

the
 

sterile
 

mosquitoes.
 

By
 

studying
 

the
 

dynamic
 

state
 

of
 

the
 

system,
 

including
 

analyzing
 

the
 

existence
 

and
 

stability
 

of
 

the
 

equilibria,
 

we
 

find
 

that
 

under
 

certain
 

conditions
 

the
 

system
 

has
 

bi-stability
 

and
 

the
 

thresh-
old

 

conditions
 

for
 

controlling
 

and
 

eliminating
 

wild
 

mosquito
 

populations
 

under
 

different
 

strategies
 

of
 

wild
 

mosquito
 

release
 

are
 

obtained.
 

At
 

the
 

same
 

time,
 

the
 

relevant
 

theoretical
 

results
 

are
 

verified
 

by
 

numerical
 

simulation.
Key

 

words:
 

sterile
 

insect
 

technique;
 

releasing
 

strategy;
 

strong
 

Allee
 

effect;
 

stability
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具有强Allee效应的野生蚊子和绝育蚊子相互作用模型


